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Jedes Ubungsblatt enthilt die Ubungen (in der Regel Ubungen 1 bis 4 und
Bonusiibung)

Ich (Germain) schreibe die Ubungen auf Englisch und iibersetze sie dann ins
Deutsche (mit ChatGPT). Wenn du also das Gefiihl hast, dass etwas seltsam
ist oder fehlt, schau dir bitte die englische Version an.

Nicht alle Ubungen sind korrigiert: fiir die verbleibenden sollten Sie zu den
Mittwochssitzungen kommen!

Each exercise sheet contains the exercises of the Ubungsblatt (usually exer-
cises 1 to 4 and bonus exercise)

I (Germain) am writing the exercises in English and then doing the trans-
lation to German (with ChatGPT), so if you feel like something is weird or
lacking, go to the English version, please.

Not all exercises are corrected: for the remaining one, you should come the
the Wednesday’ sessions!
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Diskrete Mathematik — Sommersemester 2025
Ubungsblatt 0

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann
bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Aufgabe 1 [Allgemeine Infos]
Um die Punkte zu erreichen, geben Sie ein Blatt an, mit dem Sie bestétigen,
dass Sie die folgenden Infos gelesen und verstanden haben.

1. Die Vorlesung findet dienstags und donnerstags von 10 bis 12 Uhr in Raum
66/E33 statt.

2. Die Ubung findet donnerstags von 12 bis 14 Uhr in Raum 69/117 statt. Die
Losungen zu den Ubungsblittern werden in der Ubungsstunde vorgestellt.
Die erste Ubungsstunde findet am 24.04.24 statt.

3. Die Ubungsblitter werden wochentlich am Dienstag verdffentlicht. Um
zur Priifung zugelassen zu werden, miissen Sie 50% der Punkte auf den
Ubungsblittern und Vips-Aufgaben erreichen (50% fiir jeden einzelnen
von ihnen, nicht insgesamt!).

4. Ubungsblitter miissen online iiber Vips eingereicht werden. Die Einrei-
chung ist ab 10 Uhr am Dienstag eine Woche vor dem Abgabetermin
(am folgenden Mittwoch um 11:59 Uhr) moglich. Ubungsblitter kénnen in
Gruppen von bis zu drei Studierenden eingereicht werden. Melden Sie sich
dazu in einer der Gruppen unter Vips — Groups an. Die Einsendung zéhlt,
wenn eine Person aus der Gruppe die Aufgabe einreicht (im Zweifelsfall
zihlt die zuletzt hochgeladene Datei). Laden Sie die Loésungen vorzugs-
weise als pdf hoch, das mit LaTeX geschrieben wurde, oder andernfalls als
jpg (z.B. wenn sie handgeschrieben sind). Korrekturen werden dann unter
Vips — Results sichtbar sein.

5. Von einem Donnerstag zum néchsten miissen Sie einzeln eine kurze Auf-
gabenblock zu Vips beantworten (Zeitlimit: 90 Minuten).

6. Zuséatzlich werden zwei Tutorien angeboten: Donnerstags von 14.00 bis
16.00 Uhr (in 15/E07) und freitags von 12.00 bis 14.00 Uhr (in 93/E31).
Die Tutorien bieten zusitzliche Ubungsaufgaben, die Thnen bei der Bear-
beitung der Ubungsblitter helfen. Sie kénnen in den Tutorien auch Fragen
zu den Ubungsblittern stellen. Die Tutorien sind ein optionales Zusatz-
angebot. Wenn Sie lieber englisch/frangais/espanol sprechen, kommen Sie
bitte donnerstags.



Aufgabe 2 [Adjazenzmatrix und Pfade]

Berechne die Adjazenzmatrix A des 4
hier dargestellten Graphen G.
Berechne A2 und A3. Zeige, dass

G =
der Eintrag in Zeile ¢ und Spalte j von
A? (bzw. A®) der Anzahl der Pfade der
Lange 2 (bzw. 3) zwischen ¢ und j ent- 1 2 3
spricht.
Aufgabe 3 [Graph von Graphen]

Zeichne den Graphen Gz mit:
e Knoten: alle Graphen mit genau 3 Knoten,
e Kanten: es gibt eine Kante zwischen einem Graphen G und einem Graphen
H, wenn G ein Teilgraph von H ist (oder umgekehrt).
Wie viele Knoten hat G3?7 Wie viele Kanten hat G3? Gibt es einen Teilgraphen
von Gz, der ein Kreis ist und alle seine Knoten enthélt?

Aufgabe 4 [Graphisomorphismen]
Entscheiden Sie, ob folgende Graphen isomorph sind.

S O—®
Uy Ul us
@ @ und O %
S O—®
50 . & oe

u
und U

Falls ja, geben Sie einen Graphisomorphismus an.
Falls nein, begriinden Sie warum nicht.

Aufgabe 5 [Bonusaufgabe — Ein Wikipedia-Spiel]
Betrachte den Graphen, dessen Knoten alle (deutsches) Wikipedia-Seiten sind
und dessen Kanten zwischen zwei Seiten existieren, wenn es einen Link von einer
Seite zur anderen gibt (Sie kénnen auf ein blaues Wort auf einer Seite klicken, um
auf die andere Seite zu gelangen). Wie grof} ist in diesem Graphen der Abstand
zwischen der Seite “Graph (Graphentheorie)” und der Seite “Teddybér”?

Abgabe: 23.04.2025 bis 23:59



Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)
ChatGPT hat mir das gesagt (es ist ein echtes Copy-Paste aus der kostenlosen
Version von ChatGPT):

“ Seien pi1,...,pn € R? n Punkte, und definiere einen Graphen G, wobei
{pi,p;} eine Kante ist, falls entweder p; der néchstgelegene Punkt zu p; ist oder
umgekehrt.

Die minimale Anzahl an (ungerichteten) Kanten in G ist .

Beispiel: Wenn alle p; (i > 2) am néchsten zu einem zentralen Punkt p;
liegen und p; genau einen néchstgelegenen Nachbarn unter ihnen hat, dann
trégt jedes Paar hochstens eine Kante bei, was insgesamt n — 1 Kanten ergibt.

»

Das ist falsch, erklaren Sie mir, warum.

Aufgabe 7 [Zeichnen einiger Graphen)|
Wenn moglich, zeichne jeden der folgenden Graphen, schéiitze die Anzahl der
Knoten, Kanten, zusammenhéngenden Komponenten usw. ab und entscheide,
ob es sich um einen Baum handelt oder nicht. Einige Graphen sind nicht richtig
definiert, das ist beabsichtigt: Du musst herausfinden, welchen Graphen der
Autor definieren wollte.

1. Knoten: alle Lander in der Européischen Union; Kanten: zwischen zwei
Léndern, die eine Grenze teilen (verwende eine Karte aus dem Internet).

2. Knoten: alle Rdume an der Universitiat; Kanten: zwischen Raumen, die
eine Tiir teilen.

3. Knoten: n Punkte p1, ..., p, in der Ebene (keiner von ihnen ist equidistant
zu zwei anderen); Kanten: (p;, p;), wenn j der Index ist, der ||p; — pk|
fir k # ¢ minimiert.

4. Knoten: Zahlen von 0 bis 16; Kanten: (z,y), wenn z y teilt, und es kein z
gibt, sodass x z und z y teilt.

5. Knoten: alle Graphen mit 4 Knoten; Kanten: (G, H), wenn H ein Teilgraph
von G ist.

6. Knoten: Paare (Buchstabe des Alphabets, Zahl); Kanten: zwischen (X, 1)
und (Y,j), wenn j = i+ 1 und es ein Wort (im deutschen Wérterbuch)
mit dem Buchstaben X an der i-ten Position und dem Buchstaben Y an
der j-ten Position gibt (zeichne es fiir ein kleines Wérterbuch).

7. Knoten: alle bewiesenen mathematischen Sétze (oder alle Mathematik-
kurse, die du wihrend deines Lebens besucht hast); Kanten: von einem
Satz zu einem anderen, wenn der zweite den ersten zur Beweisfithrung
verwendet.



8. Knoten: alle Mathematiktutoriumssitzungen, die in diesem Semester statt-
finden; Kanten: zwischen Sitzungen, deren Zeitplédne sich iiberschneiden
(zeige, dass alle Zyklen der Linge k > 4 eine Sehne haben, d.h. zwei nicht
benachbarte Knoten im Zyklus, die eine Kante teilen).

9. Knoten: alle Wikipedia-Seiten; Kanten: zwischen zwei Seiten, wenn es
einen Link von einer Seite zur anderen gibt.

10. Knoten: alle Teile eines IKEA-MGobels; Kanten: zwischen zwei Teilen, wenn
man einen Teil an den anderen befestigen muss, wenn man das Mébelstiick
montiert.

Aufgabe 8 [Zu viele Kanten erzwingen Zusammenhang]

Sei G ein Graph mit n Knoten und (streng) mehr als (”;1) = W Kanten.
Zeigen Sie, dass G zusammenhédngend ist.

Aufgabe 9 [Komplementgraph und Zusammenhang]
Fiir einen Graphen G = (V, E) sei sein Komplementgraph definiert als G =
(V,E), wobei eine Kante uv in G genau dann existiert, wenn es in G keine
Kante uv gibt.

Ist G nicht zusammenhiingend, so zeigen Sie, dass G zusammenhéngend ist.



Discrete Mathematics — Loesungblatt 0

Aufgabe 1 [Allgemeine Informationen)
Gut gemacht, du kannst lesen!

Aufgabe 2 [Adjazenzmatrix und Wege]
Die Adjazenzmatrix des Graphen G ist

_ o =) O

1
0
1
1

_— O = O
O = ==

in Zeile i und Spalte j steht eine 1, falls es eine Kante 4 j im Graphen gibt, sonst
eine 0.
Wir haben:

A% = und A3 =

N =N
N W
— N =N
W = N
(G20 NN, B )
QU O = Ot
(G20 NN, B \)
> Ot Ot Ot

Der Leser erkennt leicht, dass es 5 Wege der Linge 3 (d.h. mit 3 Kanten
und 4 Knoten) vom Knoten 1 zum Knoten 2 in G gibt: (1,4, 3,2), (1,2,3,2),
(1,2,4,2), (1,4,1,2), (1,2,1,2).

Dasselbe gilt fiir alle anderen Eintrige von A2 und A3.

Beachten Sie jedoch, dass wir hier nicht wirklich “Pfade” zéhlen, sondern
vielmehr “Wege”: Ein Pfad darf jede Kante nur einmal benutzen, wohingegen
ein Weg eine Kante mehrfach verwenden darf. Das Problem beim Potenzieren
der Adjazenzmatrix ist, dass wir damit nicht die Anzahl der Pfade erhalten,
sondern nur die Anzahl der Wege (was in der Regel weniger interessant ist).

Aufgabe 3 [Graph auf Graphen]
In G3 gibt es 8 Knoten und 19 Kanten. Es gibt einen Zyklus in Gs, der alle
Knoten enthélt; wir zeichnen ihn in der Abbildung in griin ein.



U3

o

Aufgabe 4 [Graphenisomorphismus]
1. Diese Graphen sind isomorph, iiber die Abbildung u; — us, us — ug, uz —
U1, Ug > Ugq.

2. Diese beiden Graphen sind nicht isomorph: sie haben nicht die gleiche
Anzahl an Kanten.

Aufgabe 5 [Bonus — Ein Wikipedia-Spiel]
Die Linge betriigt 4 (oder weniger):

Graph (Graphentheorie) — U-Bahn — Berlin — Biren — Teddybér
Wenn du einen anderen Pfad gefunden hast, der nicht “zu lang” ist, freu dich!

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)

Das Minimum ist [ %], nicht n — 1. Tatséchlich (wir behandeln nur den Fall,
dass n gerade ist): Betrachte die Punkte (0,0), (1,0), (2,0),(2,1), (4,0), (4,1),

, (2n,0), (2n,1). Dann sind die Kanten des resultierenden Graphen jeweils
zwischen (24,0) und (2¢,1). Es gibt n Kanten, aber 2n Knoten, also ist die
Anzahl der Kanten die Hélfte der Anzahl der Knoten.

Aufgabe 7 [Einige Graphen zeichnen]

Aufgabe 8 [Zu viele Kanten erzwingen Zusammenhang]

Erinnere dich: Die maximale Anzahl an Kanten eines Graphen mit n Knoten
ist (5) (die Anzahl der Kanten des vollstdndigen Graphen).



Angenommen, G ist nicht zusammenhéngend. Dann existieren A,B C V
mit ANB = 0 und AU B = V, sodass es keine Kante in G zwischen einem
Knoten in A und einem in B gibt. Sei |A| = a und |B| = b mit a + b = n und
1<a,b<n-—1.

Insbesondere ist die Anzahl der Kanten in G hochstens:

)+ () a3+

Dieser Ausdruck wird maximiert bei @ = n — 1 und b = 1 (oder umgekehrt),
was ein Maximum von ("51) ergibt.
Daher haben wir gezeigt: Wenn G strikt mehr als ("71) Kanten hat, dann

2
ist G zusammenhéngend.
Aufgabe 9 [Komplementgraph und Zusammenhang]

Sei G = (V, E) ein nicht zusammenhéngender Graph. Dann existieren A, B C
Vmit ANB =0 und AU B =V, sodass es keine Kante in G zwischen einem
Knoten in A und einem in B gibt.

Daraus folgt: Fiir € A und y € B existiert eine Kante in G. Somit enthilt
G einen zusammenhiingenden Teilgraphen auf allen seinen Knoten: den Graphen
(AUB, {(z,y) ; v € A,y € B}) (dieser Graph heiit der vollstindige bipartite
Graph iiber A und B).
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Diskrete Mathematik — Sommersemester 2025

Ubungsblatt 1

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann
bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Aufgabe 1 [Isomorphie von Graphen]

(i) Entscheiden Sie, ob die folgenden beiden Graphen isomorph sind. Be-
griinden Sie IThre Antwort und geben Sie gegebenenfalls einen Isomorphis-
mus an.

(ii) Zeigen Sie, dass der Graph in der unteren Abbildung isomorph ist zu dem
Graphen, dessen Knoten alle Paare von Zahlen der Form {4, j} sind, wobei
1<i<5,1<j <5 gilt; und wobei zwei solche Knoten {i,j} und {k,1}
genau dann durch eine Kante verbunden sind, wenn {i, j} N {k,l} = 0.

10



Aufgabe 2 [Béume]
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen fiir einen nicht-leeren Graph G = (V, E)
dquivalent sind:

(i) G ist ein Baum.

(ii) G ist minimal zusammenhingend, d.h. G ist zusammenhingend und fiir
jede Kante e € E ist G\ e := (V(G), E(G)\ {e}) nicht zusammenhéngend.

(iii) G ist mazimal kreisfrei, d.h. G besitzt keine Kreise und fiir je zwei nicht
adjazente Knoten v und v in V enthélt G + wv := (V, E U {uv}) einen

Kreis.
Aufgabe 3 [Zentrum von Biumen]
Ein Knoten uw € V ist ein Zentrum eines Graphen G = (V,E), wenn

max{dist(u,v) ; v € V} so klein wie méglich ist.

(i) Sei T ein Baum mit mindestens 3 Knoten und 7" der Baum, der durch
Loschen jedes Blattes von T erhalten wird. Zeigen Sie, dass T und T’
dieselben Zentren haben.

(ii) Folgern Sie, dass ein Baum entweder ein einziges Zentrum oder zwei be-
nachbarte Zentren hat.

(iii) Geben Sie einen Graphen mit n Knoten und n Zentren an.

Aufgabe 4 [Spannbdume]
Sei G = (V, E) ein Graph, T ein Spannbaum in G und C ein Kreis in G.

(i) Seie € E(T)NE(C) eine Kante. Zeigen Sie, dass eine Kante f € E(C)\{e}
existiert, sodass (T \ e) + f ein Spannbaum ist.

(ii) Sei T” ein weiterer Spannbaum in G und sei e € E(T) \ E(T") eine Kante.
Zeigen Sie, dass eine Kante f € E(T') existiert, sodass (T \ e) + f ein
Spannbaum ist.

Aufgabe 5 [Bonusaufgabe — Chemie]
Zeigen Sie, dass die graphische Darstellung von Alkanen (Kohlenwasserstoffen)
der Formel C,, Hy,, 12 ein Baum ist (denken Sie daran, dass das Kohlenstoffatom
eine Wertigkeit von 4 und das Wasserstoffatom eine Wertigkeit von 1 hat).
Fiir n von 3 bis 6, wie viele verschiedene Isomere der Formel C,, Hy, 12 gibt
es? Zeichnen Sie sie. Denken Sie daran, dass zwei Molekiile Isomere sind, wenn
sie dieselbe Formel, aber nicht dieselbe grafische Darstellung haben (Kohlenstof-
fatome sind untereinander nicht unterscheidbar, ebenso wie Wasserstoffatome).

Abgabe: bis 30.04.2025 vor 23:59
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Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)
ChatGPT hat mir das gesagt (es ist ein echtes Copy-Paste aus der kostenlosen
Version von ChatGPT):

“ Um die maximale Anzahl an Zyklen in einem einfachen Graphen mit n
Knoten und n+1 Kanten zu maximieren, betrachten wir folgende Konstruktion:

Nehmen Sie den vollstdndigen Graphen K,,_1, der (";1) Kanten hat und
eine grofle Anzahl an Zyklen enthilt. Fiigen Sie dann einen neuen Knoten hinzu
und verbinden Sie ihn mit genau zwei der bestehenden Knoten in K,,_.

Dies ergibt einen Graphen mit:
e n Knoten,
en+1= (";1) + 2 Kanten,

e und mindestens (”;1) verschiedenen Zyklen, die alle bereits in K,,_1 vor-
handen sind.

Dabher ist die maximale Anzahl an Zyklen in einem einfachen Graphen mit

2

Das ist falsch, erkliren Sie mir, warum. Was ist die maximale Anzahl an
Zyklen in einem Graphen mit n Knoten und n 4 17

-1
n Knoten und n + 1 Kanten: (n ) L7

Aufgabe 7 [Zeichnen einiger Graphen]
(Abgeschrieben von Tutorium 0, Aufgabe 7)

Wenn moglich, zeichne jeden der folgenden Graphen, schitze die Anzahl der
Knoten, Kanten, zusammenhéngenden Komponenten usw. ab und entscheide,
ob es sich um einen Baum handelt oder nicht. Einige Graphen sind nicht richtig
definiert, das ist beabsichtigt: Du musst herausfinden, welchen Graphen der
Autor definieren wollte.

1. Knoten: alle Lander in der Européischen Union; Kanten: zwischen zwei
Léndern, die eine Grenze teilen (verwende eine Karte aus dem Internet).

2. Knoten: alle Rdume an der Universitdt; Kanten: zwischen Raumen, die
eine Tiir teilen.

3. Knoten: n Punkte pq, ..., p, in der Ebene (keiner von ihnen ist equidistant
zu zwei anderen); Kanten: (p;, p;), wenn j der Index ist, der ||p; — pxl|
fiir k£ # ¢ minimiert.

4. Knoten: Zahlen von 0 bis 16; Kanten: (z,y), wenn z y teilt, und es kein 2z
gibt, sodass x z und z y teilt.

5. Knoten: alle Graphen mit 4 Knoten; Kanten: (G, H), wenn H ein Teilgraph
von G ist.

12



6. Knoten: Paare (Buchstabe des Alphabets, Zahl); Kanten: zwischen (X))
und (Y, 5), wenn j = i+ 1 und es ein Wort (im deutschen Worterbuch)
mit dem Buchstaben X an der i-ten Position und dem Buchstaben Y an
der j-ten Position gibt (zeichne es fiir ein kleines Worterbuch).

7. Knoten: alle bewiesenen mathematischen Sétze (oder alle Mathematik-
kurse, die du wihrend deines Lebens besucht hast); Kanten: von einem
Satz zu einem anderen, wenn der zweite den ersten zur Beweisfithrung
verwendet.

8. Knoten: alle Mathematiktutoriumssitzungen, die in diesem Semester statt-
finden; Kanten: zwischen Sitzungen, deren Zeitplane sich iiberschneiden
(zeige, dass alle Zyklen der Linge k > 4 eine Sehne haben, d.h. zwei nicht
benachbarte Knoten im Zyklus, die eine Kante teilen).

9. Knoten: alle Wikipedia-Seiten; Kanten: zwischen zwei Seiten, wenn es
einen Link von einer Seite zur anderen gibt.

10. Knoten: alle Teile eines IKEA-Mobels; Kanten: zwischen zwei Teilen, wenn
man einen Teil an den anderen befestigen muss, wenn man das Mébelstiick
montiert.

Aufgabe 8 [Ubung zu Biumen]

(1) Zeige, dass das Zusammenzichen einer Kante eines Baumes einen Baum
ergibt. Zeige, dass das Loschen eines Blattes eines Baumes einen Baum
ergibt.

(ii) Zeige, dass ein Baum 2-farbbar ist (d. h. mit Schwarz und Weif§ gefiarbt
werden kann, sodass keine zwei benachbarten Knoten dieselbe Farbe er-

halten).

(iii) Zeige, dass zwischen zwei Knoten eines Baumes ein eindeutiger Pfad exis-
tiert.

Aufgabe 9 [Eindeutigkeit des minimalen Spannbaums]

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph und w : E — R, eine Gewichts-
funktion. Wir mochten beweisen: Wenn w(e) # w(f) fir alle Kanten e # f gilt,
dann hat G einen minimalen Spannbaum; auflerdem enthdlt dieser Baum die
Kante mit dem kleinsten Gewicht.

(i) Fixieren Sie einen Spannbaum 7 von G und eine Kante e, die nicht in
T enthalten ist. Welche Kanten kénnen von T'U {e} geloscht werden, um
einen Spannbaum von G zu erhalten (siehe Aufgabe 4)7

(ii) Schlussfolgern Sie, dass ein minimaler Spannbaum immer die kleinste Kan-
te enthélt.

13



(iii) Angenommen, es gibt zwei minimale Spannbdume T} und 75 von G. Be-
trachten Sie die Kante e mit minimalem Gewicht, die in 77 enthalten ist,
aber nicht in T5, oder in Ty, aber nicht in 77. Angenommen, e ist in 7.
Konstruieren Sie einen Spannbaum von G mit einem geringeren Gewicht.

(iv) Ziehen Sie Schlussfolgerungen iiber die Eindeutigkeit des minimalen Spann-

baums.
Aufgabe 10 [Priiferfolgen]
Betrachte einen Baum T mit Knoten, die von 1 bis n nummeriert sind. Die
Priiferfolge pr ist eine Folge von n Zahlen in {1,...,n}, die mit T assoziiert ist

und induktiv erhalten wird. Sei ¢ das Blatt von T' mit der minimalen Nummer,
T\i der Baum, der aus T durch Entfernen von ¢ entsteht, und j; der eindeutige
Nachbar von ¢ in T', dann gilt: pr = j U ppy;-

(1) Schreibe die Priiferfolgen fiir alle beschrifteten Baume bis zu 4 Knoten auf.

(ii) Zeige, dass T +— pr injektiv ist. Zeige, dass T +— pr surjektiv ist (auf
welcher Menge?). (Hinweis: Konstruiere eine Umkehrfunktion von T' +
pr-)

(iii) Wie viele beschriftete Baume mit n Knoten gibt es?

14



Discrete Mathematics — Loesungblatt 1

Aufgabe 1 [Isomorphie von Graphen)]

(i) Ja, sie sind isomorph.

(ii) Wir geben im folgenden ein Labeling des Petersen Graphen an, aus dem
direkt ersichtlich ist, dass er isomorph zu dem Graphen mit der Ecken-
menge ({1’5’5}) ist, wobei und zwei solcher Ecken {i, j}, {k,!} genau dann
eine Kante bilden, wenn {i,j} N {k,l} = 0.

{1, 2}

‘A'
2\

(2,5} (1,4}

Aufgabe 2 [Béume]
(i) = (ii): Da G ein Baum ist, ergibt sich direkt der Zusammenhang von G. Wir
zeigen nun, dass G \ e nicht zusammenhingend ist fiir jede Kante e € E(G).
Angenommen es existiert e = vw € E(G), sodass G — e zusammenhéngend
ist. Dann existiert ein v-w-Weg P in G \ e. P ergénzt durch die Kante e wére
dann ein Kreis in G, was einen Widerspruch dazu liefert, dass G ein Baum und
insbesondere kreisfrei ist.

(i) = (i): Da G nach Voraussetzung zusammenhingend ist, miissen wir
nur zeigen, dass G keine Kreise enthilt. Hiitte G einen Kreis C, so wiire G \
e zusammenhingend fiir jede Kante e € FE(C), was einen Widerspruch zur
Voraussetzung wire.

(i) = (iii): Da G ein Baum ist, wissen wir bereits, dass G kreisfrei ist. Seien
nun u,v € V(G), sodass uwv ¢ F(G). Da G zusammenhingend ist, existiert ein
u-v-Weg P = uu;y ... us_1v in G. Dann ist uuy . .. us_jvu ein Kreis in G U uwv.

(iii) = (i): Da G nach Voraussetzung keine Kreise enthilt, reicht es zu zeigen,
dass G zusammenhéngend ist. Seien u, v € V(G). Ist uv € E(G), so ist uv bereits
ein u-v-Weg. Ist uv ¢ E(QG), so enthélt G’ = (V, E Uuv) einen Kreis

uUy ... Us—10U.

In diesem Fall ist uuy ... us—1v ein u-v-Weg in G.
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Aufgabe 3 [Zentrum von Biumen]
Fiir u € V bezeichnen wir mit d7(u) = max,ey dist(u, v). Beachten Sie, dass
Or(u) > 1, da es mindestens 2 verschiedene Knoten in T gibt.

Wenn u ein Blatt von T ist, bezeichnen wir mit vI seinen eindeutigen Nach-
barn in 7. Fiir ein Blatt u von T gilt dann dist(v], w) = dist(u, w)— 1 fiir w # u
(und dist(vl,u) = 1), also o7 (vl) = dp(u) — 1.

Dariiber hinaus wird dp(u) auf einem Blatt von T erreicht: Dies trifft auf
den Baum mit 3 Knoten zu, und wenn dies auf 7" zutrifft, dann auch auf T,
denn fiir alle w € T und ein Blatt u von T gilt dist(w,u) = dist(w,vl) + 1,
wobei v1 ein Blatt von T" ist.

(i) Zunéchst, wenn u ein Zentrum von T ist, dann ist es kein Blatt von T', denn
wenn u ein Blatt ist, dann gilt 57 (vl) < §7(u). AuBerdem, betrachten wir
einen beliebigen Knoten w von T, der kein Blatt ist: dp(w) = dist(w, u)
fiir ein Blatt u von 7, also ist dist(w,vl) = d7(w) — 1 das Maximum von
dist(w,v) fiir v € T', d.h. 7/ (w) = dp(w) — 1. Folglich sind die Minimierer
von 47 und d7+ dieselben: T und 7" haben die gleichen Zentren.

(ii) Wir fithren eine Induktion iiber die Anzahl der Knoten von T durch. Wenn
T einen Knoten hat, hat es ein einziges Zentrum. Wenn 7" 2 Knoten hat,
dann sind beide Zentren, und sie sind benachbart. Wenn 7' 3 oder mehr
Knoten hat, dann hat T die gleichen Zentren wie T (erhalten aus T,
indem alle seine Blitter entfernt werden): Da T’ streng weniger Knoten
hat, hat 77 1 Zentrum oder 2 benachbarte Zentren, und die Induktion ist
abgeschlossen.

Aufgabe 4 [Spannbdume]

e T\ e ist nicht zusammenhéngend. Sei e = vw. Da C ein Kreis ist, existiert
ein Pfad P von v nach w in C'\ e. Seien A und B die Zusammenhangs-
komponenten von T\ e. Da T ein Spannbaum ist, existiert eine Kante
f=zy € E(P), mit z € V(A) und y € V(B). Hinzufiigen von f zu T \ e
gibt einen Spannbaum, weil (T \ e) + f minimal zusammenhéingend und
aufspannend ist.

e Sei ¢ = vw. Da T’ ein Spannbaum ist, existiert ein Pfad P C T’ von v
nach w. P + e ist ein Kreis. Die Behauptung folgt aus (i).

Aufgabe 5 [Bonus — Chemie]
Betrachten wir den Graphen G = (V, E), dessen Knoten die Atome des Mo-
lekiils C,, Hayq2 sind, und dessen Kanten die Bindungen zwischen den Atomen
darstellen. Dieser Graph hat n + (2n +2) = 3n + 1 Knoten, wobei es n Knoten
vom Grad 4 und 2n + 2 Knoten vom Grad 1 gibt. Die Gradformel besagt, dass
2#FE =4xn+1x (2n+2) = 6n+ 2. Daher ist #F =3n+1 = #V — 1. Da
dies der Graph eines Molekiils ist, ist er zusammenhéngend, also ein Baum. Es
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ist unmoglich, dass es eine Doppelbindung zwischen Kohlenstoffatomen gibt, da
dies die Konnektivitit des Molekiils unterbrechen wiirde.

Da Wasserstoffatome nicht unterscheidbar sind und Kohlenstoffatome nicht
unterscheidbar sind, kénnen wir ein Molekiil einfach durch seine Kohlenstof-
fatome darstellen. Wir konnen all diese Bdume konstruieren, indem wir die
Kohlenstoffatome nacheinander hinzufiigen:

e Fiir n = 3 gibt es 1 Baum.
e Fiir n = 4 gibt es 2 Baume.
e Fiir n =5 gibt es 3 Biume.

e Fiir n = 6 gibt es 5 Biume.

C—C—C C—C—C—C C—C—C

C C

C—C—C—C—C C—C—C—C C—C—C

C

C—C—C—C—C—C C—C—C—C—C

C C

| |
C—C—C—C—C C—C—C—C

|

C C C

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)

Die maximale Anzahl an Zyklen in einem Graphen mit n Knoten und n +1
Kanten ist 3. Der Beweis bleibt dem Leser als Ubung iiberlassen.

Aufgabe 7 [Zeichnen einiger Graphen]
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Aufgabe 8 [Ubung zu Biumen]
Ein Baum ist ein zusammenhingender Graph mit einem Kanten weniger als
Knoten.

(i)

(iii)

Durch Kontraktion entsteht ein zusammenhéngender Graph, und die An-
zahl der Kanten ist immer noch um 1 weniger als die Anzahl der Knoten.
Loschen eines Blattes verringert die Anzahl der Knoten um 1 und die
Anzahl der Kanten auch um 1, und die Konnektivitét bleibt erhalten.

Angenommen, alle Biume mit n Knoten sind 2-firbbar (dies trifft fiir
n = 1 und n = 2 zu). Nehmen Sie einen Baum 7' mit n + 1 Knoten,
entfernen Sie ein Blatt v, 2-firben Sie den resultierenden Baum. In T hat
das Blatt v nur einen Nachbarn u: Farben Sie v in der entgegengesetzten
Farbe von u, um eine 2-Farbung von T' zu erhalten. Durch Induktion sind
alle Baume 2-farbbar.

Dasselbe gilt: Dies trifft fiir Baume mit n = 1 und n = 2 Knoten zu. Wenn
dies fiir alle Baume mit n Knoten gilt, nehmen Sie 7" mit n + 1 Knoten,
entfernen Sie ein Blatt v, um T” zu erhalten. Seien u,u’ Knoten von T.
Wenn u,u’ Knoten von T” sind, gibt es einen eindeutigen Pfad zwischen
ihnen (durch Induktion), sonst ist u = v, und lassen Sie T der eindeutige
Nachbar von « in T sein. Alle Pfade zwischen v und u’ geben einen Pfad
zwischen 7 und v/, und wir wissen, dass es einen solchen eindeutigen Pfad
gibt. Daher gibt es einen eindeutigen Pfad zwischen v und u'.

Aufgabe 9 [Eindeutigkeit des minimalen Spannbaums]

(i)
(i)

(iii)

Angenommen, der minimale Spannbaum 7T enth#lt nicht die minimale
Kante e. Dann enthélt T+ e einen Zyklus C, und daher gibt es einen
anderen Spannbaum 7" = (T'\ f) + e fiir ein f # e, eine Kante von T. Da
das Gewicht von 7" w(T') + w(e) —w(f) < w(T) ist (weil w(e) minimal ist),
haben wir einen Widerspruch.

Betrachten Sie T5 +e: Es hat einen Zyklus C, sodass wir eine Kante e5 # e
aus Ty entfernen konnen, sodass 77 = (T3 \e2) + € wieder ein Baum ist. Es
spannt G ab, und w(T’) = w(Tz) + w(e) — w(ez) < w(Tz) nach Annahme
iiber e.

Wenn es zwei verschiedene minimale Spannbiume T und 75 gibt, dann
ermoglicht die vorherige Fragestellung die Konstruktion von T/ mit w(7") <
w(Ty), was der Minimalitdt von Ty widerspricht. Folglich kann es nicht zwei
verschiedene minimale Spannbdume geben.

Aufgabe 10 [Priiferfolgen]
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Universitat Osnabriick Martina Junhke

Institut fir Mathematik Germain Poullot
Tarek Emmerich

Diskrete Mathematik — Sommersemester 2025
Ubungsblatt 2

Bei jeder Aufgabe konnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann
bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Aufgabe 1 [3-reguldre Graphen)]
Sei G = (V, E) ein 3-regulidr Graph (d.h. jeder Knoten hat genau 3 Nachbarn).
(i) Beweisen Sie, dass #V gerade ist.
(ii) Konstruieren Sie fiir p > 2 explizit einen 3-reguléiren Graphen G = (V, E)
mit #V = 2p (Tipp: Fiir p > 3, denken bipartite.)

Aufgabe 2 [Gitter, bicycle-wheels, vollsténdigen k-partiten Graphen]
Die Taillenweite eines Graphen G ist die Lange eines kiirzesten Kreises in G. Der
Durchmesser eines Graphen G ist die maximale Lénge eines kiirzesten Weges in
G. Bestimmen Sie Kantenzahl, Maximalgrad, Durchschnittsgrad, Taillenweite
und Durchmesser der folgenden Graphen:
(i) [Gitter] Sei G = (V,E) mit V = {(4,j) : 1 <i<n,1 <j<m} und
E = {{(v,w), @, w)}||lv =2+ |w—w'| =1}.
(ii) [Bicycle-wheel] Sei BWy, = (V, E) mit V = {a,b,c1,...c;} und (Figure 1)
E ={ab}U{ac;,be; | i € [k]} U{crea,. .., ch—10k, crecr}
(ili) [Vollstindigen k-partiten Graphen] Sei Ky, . n. = (V,E) gegeben durch
V=WU...uV, mit #V; =n;, und E = {vw | v € V;,w € V; mit i # j}.
AUB ist die disjunkte Vereinigung, das bedeutet A U B mit AN B = (.

C1

Cq

Abbildung 1: BWj
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Aufgabe 3 [Adjazenzmatrix]
Die Spur einer n x n-Matrix A = (a;;) ist definiert als die Summe der Diago-
nalelemente, d.h. Spur(A4) = >"""_, a;;. Sei G = (V, E) ein Graph mit Adjazenz-
matrix A.
(i) Zeigen Sie, dass Spur(A42%) = 2|E|.
(ii) Zeige, dass gilt: trace(A%) = 6 x (Anzahl der Dreiecke in G). Dabei bilden
drei Knoten i, j, k ein Dreieck, wenn die Kanten 77, jk und ik im Graphen
G vorhanden sind.
(iii) Sei B die Adjazenzmatrix von K,,. Finden Sie eine Formel fiir Spur(B?).
(iv) Zeigen Sie, dass
Spur(B*) = nt + 2n2 4+ n?,

wobei nE =n(n—1)(n—2)...(n —k+1).

Aufgabe 4 [Briicken]
Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Kante e € E heifit eine Briicke von G, wenn die
Anzahl der Komponenten von G \ e grofler ist als die von G.
(i) Welche Baume haben Briicken?
(ii) Fiir welche m,n hat K, ,, eine Briicke? Begriinden Sie Thre Antwort.
(iii) Zeigen Sie: Eine Kante e eines Graphen G ist eine Briicke genau dann,
wenn e zu keinem Kreis von G gehort.

Aufgabe 5 [Bonus — Graph der Freundschaft]
Haben Sie bemerkt, dass es auf einer Party immer (mindestens) zwei Personen
gibt, die genau die gleiche Anzahl von anderen Personen kennen?

Beweisen Sie diese Tatsache, indem Sie den richtigen Graphen einfiithren.
(Nehmen wir an, dass wenn Person A Person B kennt, dann kennt B auch A.)

Abgabe: bis 07.05.2025 vor 23:59
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Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)]
ChatGPT hat mir das gesagt (es ist ein echtes Copy-Paste aus der kostenlosen
Version von ChatGPT):

“Sei G = (V, E) ein einfacher Graph mit Adjazenzmatrix A. Berechnung
von trace(A%).

Geschlossene Wege und Potenzen der Adjazenzmatrix FErinnern wir
uns: Der Eintrag (A%);; zéhlt die Anzahl der Wege der Linge k vom Knoten i
zum Knoten j in G. Insbesondere zihlt die Spur der Matrix A* die Anzahl der
geschlossenen Wege der Lénge k in G:

trace(A¥) = Z(Ak)ii
ieV
Das ist die Gesamtanzahl der Wege der Linge k, die am selben Knoten
starten und enden.

Berechnung von trace(4*) Wir mochten trace(A*) berechnen, also die An-
zahl der geschlossenen Wege der Lénge 4 in G.
Es gibt verschiedene Arten von Wegen, die zur Spur beitragen:
1. Kantenspriinge: Fiir jede Kante {i,j} € E gibt es geschlossene Wege
wie ¢ - 7 — @ — j — ¢ und die Umkehrung. Jedes solche Paar tragt
2 Wege zur Spur bei. Da jeder Endpunkt der Kante einen solchen Weg
starten kann, ergibt sich:

durch Kanten: 2|F|

2. Dreiecke: Jedes Dreieck tragt zusétzliche geschlossene Wege der Lange
4 bei, z.B. durch Durchlaufen der drei Knoten mit Riickweg. Insgesamt
tragt jedes Dreieck 4 Wege bei.
3. 4-Zyklen: Jeder 4-Zyklus (Quadrat) trigt 8 geschlossene Wege der Liinge
4 bei, entsprechend 4 Startpunkten und 2 Richtungen (Uhrzeigersinn und
Gegenuhrzeigersinn).
Es gibt eine bekannte Identitét in der Graphentheorie, die das zusammenfasst:

trace(A?) = 2 Z deg(i)®> +4-t+8-q
eV
wobei:
1. deg(i) der Grad des Knotens i ist,
2. t die Anzahl der Dreiecke im Graphen ist,
3. ¢ die Anzahl der 4-Zyklen (Vierecke) ist.

Aufgabe 7 [Kénig’s Lemma fiir bipartite Graphen)]

Wir wollen das folgende [Konig, 1916] beweisen: Ein Graph ist bipartit genau
dann, wenn er keinen Kreis ungerader Ldnge hat.
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1. Beweisen Sie, dass ein Graph genau dann bipartit ist, wenn er 2-farbbar
ist (d. h. wir die Knoten mit Schwarz und Weif§ farben kénnen, sodass
keine Kante ihre beiden Endpunkte mit derselben Farbe hat).

2. Beweisen Sie, dass ein Graph, der 2-farbbar ist, keinen ungeraden Kreis
hat.

3. Sei G ein Graph ohne ungeraden Kreis, wir mochten ihn mit 2 Farben
farben:

(a) Erkldren Sie, warum wir uns auf zusammenhéngende Graphen be-
schrénken kénnen.

(b) Angenommen, G ist zusammenhéngend und fixieren Sie x € V. Sei Vj
die Teilmenge von V, die aus den Knoten besteht, die von = hochstens
den Abstand k haben. Beweisen Sie, dass, wenn es eine Kante zwi-
schen y € Vs, und z € Vy, fiir einige p, g gibt, dann G einen ungeraden
Kreis hat.

(¢) Fiihren Sie zusammen

Aufgabe 8 [Vollstéandiger Graph, Pfad, Zyklus, Zirkulanten]
Gleiche Aufgabe wie Aufgabe 2, jedoch mit den folgenden Graphen:

1. Vollstéandiger Graph K, = (V,E) mit V ={1,...,n} und E = {ij ; i €
V. jeVh

2. Plad P, = (V,E)mit V={1,...,n}und E={ij; j =i+ 1}.

3. Zyklus Cp, = (V,E)mit V={1,...,ntund E={ij; j=i+ 1 oderi=
1,5 =n}.

4. Sei ay,...ap € Nmit 0 < a; <--- <ap < 5. Wir betrachten den Graphen
Cnlal,...,a¢) = (V,E) mit V = {vg,v1,...,0p_1} und E = {0044, :
1<k </40<i<n-—1} (Indizes werden modulo n betrachtet). Sehen
Figure 2.

Bestimmen Sie die Anzahl der Kanten in Cy, (a1, ... ap).

5. Dein Lieblingsgraph von Aufgabe 6 aus Tutorium 1.

Abbildung 2: Cs(1, 3)

Aufgabe 9 [Satz von Mantel]
Ein Dreieck in einem Graphen G = (V, E) ist ein Tripel von Knoten u,v,w € V,
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die paarweise durch eine Kante verbunden sind, d. h. uv, vw, uw € E. Wir wollen
Mantels Theorem beweisen: Wenn ein Graph auf n Knoten kein Dreieck hat,
dann hat er héchstens "72 Kanten.

1. Fixieren Sie n und betrachten Sie K lz],r27, den vollstdndigen bipartiten
Graphen. Wie viele Kanten hat er? Folgern Sie, dass Mantels Theorem
optimal ist.

2. Beweisen Sie, dass wenn die Ungleichung von Mantel fiir alle zusam-
menhéngenden Komponenten von G gilt, dann gilt sie auch fiir G.

3. Fixieren Sie G = (V, E)) ohne Dreieck, mit #V = n. Sei d(u) der Grad von
u € V (d. h. die Anzahl der Nachbarn von w). Zeigen Sie, dass fiir eine
Kante uwv € E, dann d(u) + d(v) < n.

4. Beweisen Sie Mantels Theorem durch Induktion {iber die Anzahl seiner
Kanten.

Hinweis: Driicken Sie die Anzahl der Kanten von G aus, indem Sie uv € F
festlegen und H, den Graphen betrachten, der durch Entfernen der Knoten
w und v aus G erhalten wird.

Aufgabe 10 [Konnektivitét beim Entfernen eines Knotens]
Sei G ein zusammenhéngender Graph. Wir méchten beweisen, dass es einen
Knoten v in G gibt, so dass G\{v} zusammenhiingend ist.
1. Finde einen zusammenhéngenden Graphen, in dem beliebige Knoten ent-
fernt werden konnen, ohne die Konnektivitit zu zerstoren.
2. Finde einen zusammenhéngenden Graphen, in dem nur 2 verschiedene
Knoten entfernt werden kénnen, ohne die Konnektivitét zu zerstoren.
3. Fixiere einen zusammenh#ngenden Graphen G und betrachte den langsten
Pfad (s1,82...,8-) in G. Sei H = G\{s1} und ¢,¢ Knoten von H.
(a) Warum gibt es einen Pfad (¢1,...,%,) in G mit t; =t und ¢, =¢' ?
(b) Wenn s; # t; fiir alle j ist, zeige, dass ¢ und ¢’ in H verbunden sind.
(c) Wenn s; = ¢; fiir ein bestimmtes j ist, zeige, dass t;_1 = s, fiir ein
u>2und tj4; = s, fiir ein v > 2.
(d) Zeige, dass es einen Pfad von ¢ nach ¢ in H gibt, und folgere.
(e) Zeige, dass G\{s,} ebenfalls zusammenhéngend ist, und folgere aus
der Minimalitdt des Beispiels, das du in Frage 2 gefunden hast.
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Discrete Mathematics — Loesungblatt 2

Aufgabe 1 [3-regulére Graphen]

1. Gradformel: )~ ., d(u) = 2|E|. Fiir alle v € V gilt d(u) = 3, weil G
3-regulér ist, daher: 3|V| = 2|E|, also ist |V| gerade (weil 3 es nicht ist).

2. Ein Konstruktionsbeispiel (es gibt viele): V. = {—p,—(p — 1)...,—1} U
{1,2,...p}, und der Knoten —i teilt eine Kante mit den drei Knoten i,
i+ 1 und i 4+ 2 (mod p). Dann teilt der Knoten j eine Kante mit den
Knoten —j, —(j — 1) und —(j — 2) (mod p), also ist der Graph 3-regulér.

Aufgabe 2 [Gitter, bicycle-wheels, vollstindigen k-partiten Graphen)]
Man kann diese Aufgabe auch fiir einen beliebigen g-reguléren Graphen fiir ein
Primzahl ¢ durchfiihren.

(i)
o |[E(BWy)| =3k +1
o A(BWy)=k+1

ZvGV(BWk) d(v) _ 6k+2
[V(BW,)] k+2

e Die Taillenweite von BW}, betrégt 3 fiir K > 4 und 2 fir & = 3.

e Der Durchmesser von BW), betragt 2 fiir £ > 4 und 1 fiir k£ < 3.
(i)
o |[E(Gpm)|=2nm—m-—n

e Der durchschnittliche Grad von G, ,,, ist wie folgt:

n ‘ m ‘ Durchschnittsgrad von Gy, .,
1 1 0

L | >0 ma

>o|1 |z

Z 2 2 2 Anm—2n—2m

nm

o Die Taillenweite von G, ,,, betragt 4 fiir n,m > 3 und 0 oder 1 in anderen
Fallen.

e Der Durchmesser von G, ,, betrégt m +mn — 2.

(i)

o Fiir v € Vi, d(v) = >,,;1Vjl = n —n; ; durchschnittlicher Grad :
22:1 %(1 - %)
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¢ |B(Ensn)| = 3 ey dv) = 3 Xizyni(n — i)

o Taillenweite = 3 wenn r > 3 (es gibt iiberall Dreiecke), Taillenweite = 4

wenn r = 2

e Durchmesser = 2

Aufgabe 3 [Adjazenzmatrix]

(i)

(i)

(iii)

Sei A% = (b;;). Satz 1.6 besagt, dass b; die Anzahl der Kantenziige vom
Knoten v; zu sich selber der Lange 2 zéhlt. Jeder solche Kantenzug v;wv;
entspricht einer Kante v,w € E(G) fir w € V(G), und umgekehrt ent-
spricht jede Kante v;w € E(G) genau zwei Kantenziigen; ndmlich v;wv;

und wv;w. Deshalb gilt Spur(A?) = ZLZ&GH bii = 2|E(G)|.

Im Allgemeinen zihlt trace(A*) die Anzahl der geschlossenen Wege in G
der Lange k (d. h. Folgen von k Kanten, die am selben Knoten beginnen
und enden). Wenn ein geschlossener Weg die Léinge 3 hat, handelt es sich
zwangsldufig um ein Dreieck, da ein Weg, der zweimal dieselbe Kante
verwendet, nicht dort enden kann, wo er begonnen hat. Daher zihlt A3,
die doppelte Anzahl der Dreiecke mit dem Knoten ¢ (,,zweimal®, da jedes
Dreieck in zwei Richtungen betreten werden kann). Daher z&hlt >, A%,
die doppelte Anzahl der Paare (¢,), wobei ¢ ein Dreieck von G und i ein
Knoten von ¢ ist. Es gibt 3 Eckpunkte in einem Dreieck, also )., A% =
2#{(t,1) ; t Dreieck von G,i € t} = 2 x 3#{t ; t Dreieck von G} = 6 x
(Anzahl der Dreiecke von G).

Sei B3 = (b;;). Alle Kantenziige der Linge 3 von einem Knoten v; zu sich
selber sind von der Form v;wzv; fiir alle {w, z} € (V(G)2\{“"'}), und jedes
Teilmenge {w, 2z} € (V(G)z\{”"'}) entspricht zwei Kantenziigen v;wzv; und
v;zwv;. Deshalb gilt

Sei B* = (bi;). Es gibt 4 verschiedene Typen von Kantenziigeng von einem
Knoten v; zu sich selber der Lange 4:

— v;xyzv;. Diese entsprechen Teilmengen {z,y, z} € ([n]\?;{”’"})7 und jede
Teilmenge {z,y,z2} € (["]\gvi}) entspricht 6 Kantenziigen.

— v;zyxv;. Diese entsprechen Teilmengen {z,y} € (["]\2{1”}), und jede
Teilmengen{z,y} € ([n]\év"}) entspricht 2 Kantenziigen.
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— v;2v;yv;. Diese entsprechen Teilmengen {z,y} € (["}\é{”i}), und jede
Teilmenge {z,y} € (["]\2{’“}) entspricht 2 Kantenziigen.
— v;zv;xv;. Diese entsprechen Elementen x € V(G) \ {v;}, und jedes

Element « € V(G) \ {v;} entspricht einem eindeutigen Kantenzug.

Es folgt,dass:

Spur(B4) = Z_;b =n <6<”31) +2<”21) +2(”21) +(n— 1))

=nd 4+ 2n3 4+ n2

Aufgabe 4 [Briicken]

(1)

(i)

(iii)

Das Entfernen einer beliebigen Kante eines Baums erzeugt 2 verbundene
Komponenten: Alle Kanten von Baumen sind Briicken.

Wenn wir eine Kante von K,, , entfernen, bleibt es genau dann verbun-
den, wenn jeder Knoten Grad mindestens 2 hat, d.h., wenn m,n > 2 ist.
Die einzigen vollstandigen bipartiten Graphen mit einer Briicke sind K ,,
(oder K, 1).

Ohne Einschrankung sei G zusammenhéngend. Angenommen, e liegt auf
einem Zyklus C = wuy ... upu; von G und sei 0.B.d.A. ¢ = uyuy. Seien
u, v Knoten von G\ e. Dann gibt es einen u—v-Weg P in G, da G zusam-
menhéngend ist. Wenn P die Kante e nicht benutzt, ist es ein u—v-Weg in
G\ e. Angenommen, P benutzt die Kante e. Wenn wir e in P durch den
Pfad uj ... u, ersetzen, erhalten wir einen Weg von u nach v in G \ e, der
e nicht benutzt. Daher gibt es einen u—v-Weg in G \ e, und die Anzahl der
Komponenten nimmt nicht zu. Somit ist e keine Briicke.

Nun nehmen wir an, dass e = uv auf keinem Zyklus liegt. Dann liegen
und v in verschiedenen Komponenten von G'\e. Denn wenn sie in derselben
Komponente wiren, gébe es einen u—v-Weg in G \ e und daher auch in
G. Zusammen mit e wiirde dieser Weg dann einen Zyklus bilden, was der
Annahme widerspricht. Somit hat G \ e mindestens zwei Komponenten,
und e ist eine Briicke.

Aufgabe 5 [Bonus — Graph der Freundschaft]
Sei G = (V, E) der Graph, in dem V die Menge der Personen auf der Party ist,
und es eine Kante zwischen zwei Personen gibt, wenn sie sich kennen. Wir wollen
beweisen, dass es zwei Knoten in G mit dem gleichen Grad gibt. Sei n = |V,
dann liegen die Grade zwischen 0 und n — 1, also ist d : V' — {0,...,n — 1}.
Wenn d injektiv ist, dann ist sein Bildkardinal |V'| = n, also ist sein Bild genau

(0,..

.,n—1}. Dies impliziert, dass es einen Knoten u mit Grad 0 gibt (jemand,
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der niemanden kennt), und einen Knoten v mit Grad n — 1 (jemand, der alle
kennt). Das ist offensichtlich nicht méglich: Ist (u,v) € E oder nicht? Daher ist
d nicht injektiv: Es gibt u,v € V mit v # v und d(u) = d(v).

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)]
Wende die von ChatGPT angegebene Formel auf ein Dreieck an (d. h. den
vollstandigen Graphen mit drei Knoten): Es hat drei Knoten vom Grad 2 und ein
Dreieck. Die angegebene Formel ergibt 2-3-224-4-1+0 = 28. Die Adjazenzmatrix

011 6 5 5
lautet jedoch A= [1 0 1], mit A*= (5 6 5], also trace(A?) = 18 #
110 5 5 6

28.
Der Fehler liegt in dem volligen Unsinn, den sie iiber Dreiecke erzahlt.

Aufgabe 7 [Kénig’s Lemma fiir bipartite Graphen)]

1. Wenn G = (V, E) bipartit ist, dann sei V = AL B so, dass es keine Kante
zwischen den Knoten in A oder zwischen den Knoten in B gibt. Dann
erhélt man eine 2-Férbung von G, indem man A weil und B schwarz
farbt. Umgekehrt, wenn G 2-farbbar ist, dann sei A die Menge der weiflen
Knoten und B die der schwarzen. Wir haben dann V' = AU B, und es gibt
keine Kante zwischen den Knoten in A oder in B. Daher ist GG bipartit.

2. Wenn G k-fiarbbar ist, dann auch alle seine Teilgraphen (durch direkte
Anwendung der Definitionen). Ein ungerader Kreis ist nicht 2-farbbar,
weil er nicht bipartit ist, daher hat ein 2-firbbarer Graph keinen ungeraden
Kreis.

3. (a) Ein Graph ist bipartit genau dann, wenn alle seine verbundenen Kom-
ponenten es sind. Ein Graph ist ungerade-Zykel-frei genau dann,
wenn alle seine verbundenen Komponenten es sind. Daher kénnen
wir uns auf verbundene Komponenten beschrianken.

(b) Angenommen, es gibt y € V<o, und z € V<gq, so dass (y,z) € E.

Betrachten Sie einen Pfad wuyg, ..., u2p mit ug = = und ug, =y, und
einen Pfad vy,...,v2q mit vg = x und ve; = 2. Es gibt eine Kante
(ugp, vaq) € E, daher ist P = (ug,u1, ... Uzp, V2g, V2g—1,-- - Vo) €in

Kantepfad in G, der von x nach x fiithrt. Er hat die Lange 2p+2¢+1,
die ungerade ist, aber er ist nicht unbedingt ein Kreis, weil einige
Knoten gleich sein kénnen (d.h. u; = v; fiir einige 4, j). Betrachten Sie
die Vereinigung aller Kanten in P, und entfernen Sie die Kanten, die
zweimal vorkommen, um Q zu erhalten. Dies ergibt eine Sammlung
von Kreisen, und Q enthilt eine ungerade Anzahl von Kanten (weil
wir eine gerade Anzahl von Kanten aus P entfernt haben). Folglich
ist mindestens einer der Kreise in @ ungerade.

(¢) Angenommen, G hat keinen ungeraden Kreis und z € V ist festge-
legt. Farben Sie x weifl und alle Knoten in geradem Abstand von x
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weifl, und die Knoten in ungeradem Abstand schwarz. Dies ist eine
2-Féarbung von G, weil (i) es keine Kante zwischen weiflen Knoten
gibt (sonst gibe es einen ungeraden Kreis gemif der vorherigen Fra-
ge), und (i7) es keine Kante zwischen schwarzen Knoten gibt (wenden
Sie das Lemma der letzten Frage von einem schwarzen Knoten statt
von z aus an). Daher ist ein Graph, der keinen ungeraden Kreis hat,
2-farbbar, was bedeutet, dass er bipartit ist.

Aufgabe 8 [Vollstéandiger Graph, Pfad, Zyklus, Zirkulanten)
(1) [BE(Ky)| = (5) = @ ; Grade = n — 1 = durchschnittlicher Grad ;
Taillenweite = 3 ; Durchmesser = 1.

(2) |[E(P,)| = n—1; Grade € {1,2} ; durchschnittlicher Grad = 22=2 ;
Taillenweite = 400 ; Durchmesser = n.

(3) |E(Cr)] =n —1; Grade = 2 = durchschnittlicher Grad ; Taillenweite
=n ; Durchmesser = | %].

(4) Nehme zunichst an, dass ap < . Fiir v; € V(Cp(as,...q)) gilt dann
N(vi) = {Vita, : j € [{]}. Da a; < § sind die Elemente dieser Menge paarweise
verschieden und somit gilt d(v;) = 2¢. Nun folgt

1 1
|E| :§Zd<v) :§n~2€:n£.
veV
Ist ay = &, so gilt d(v) = 2¢ — 1 fiir jedes v € V und somit
2nl —n

Bl =

Aufgabe 9 [Satz von Mantel]

1. Die Anzahl der Kanten von K| n | =y betrigt |5 x [5] = L”{J Dabher ist
die Mantel-Ungleichung optimal, weil die Anzahl der Knoten von K EINEY
n betragt.

2. Nehmen Sie zwei disjunkte Teilmengen von V' ohne Kante zwischen ihnen
(nicht unbedingt verbundene Komponenten), sagen wir V; und V5 mit
[Vi| = n1 und |Va| = ny. Beide Teilgraphen sind dreiecksfrei, daher gilt

2 2
|Ey| < 5 und |Ep| < “2. Folglich, da es keine Kante zwischen Vi und V3
gibt: |E| = |By|+|By| < M4+ < (mgn2)? = (utna)’ pyyyeh Tnduktion,
wenn die Mantel-Ungleichung fiir verbundene Komponenten gilt, gilt sie
auch fiir den gesamten Graphen.

3. Da G kein Dreieck hat, ist, wenn x ein Nachbar von u ist,  nicht ein
Nachbar von v. Daher teilt jeder z € V\{u, v} hochstens eine Kante mit
einem der Knoten u oder v: Die Anzahl der Kanten zwischen {u,v} und
V\{u, v} betridgt hochstens |V\{u,v}| = n—1. Wenn man die Kante (u, v)
hinzufiigt, erhilt man d(u) + d(v) < n.
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4. Unsere Induktion wird bei jedem Schritt 2 Knoten entfernen, daher in-
itialisieren wir mit n = 1 und n = 2. Fir n = 1 gibt es keine Kante,
daher gilt die Aussage; fiir n = 2 gibt es hochstens 1 Kante, daher gilt
die Aussage. Angenommen, Mantels Theorem gilt fiir alle Graphen mit
n — 2 Knoten, und wihlen Sie G = (V, E)) mit n Knoten. W&hlen Sie eine
Kante (u,v) € E und betrachten Sie den Graphen H, der durch Entfer-
nen von v und v aus G entsteht. Der Graph H hat n — 2 Knoten, daher

gilt |E(H)| < %. Auflerdem sind die Kanten von G entweder in H
enthalten oder benachbart zu u oder v, daher gilt (das —1 vermeidet das
doppelte Zihlen der Kante (u,v)):

(n—2)2 n?

|E| = |E(H)| +d(u) +d(v) =1 < 1 _|_n_1:Z

Man kann tatséchlich beweisen, dass der ausgewogene bipartite Graph von
1. der einzige Graph ohne Dreieck ist, der Gleichheit in der Mantel-Ungleichung
erreicht, aber das werden wir hier nicht tun.

Aufgabe 10 [Konnektivitét beim Entfernen eines Knotens]

1. Vollstandiger Graph
2. Pfad

3. (a) t und t’ sind ebenfalls Knoten von G, und G ist zusammenhéngend.

(b) Wenn sy # ¢;, dann sind alle ¢; Knoten von H, daher ist (¢1,...,tm,)
ein Pfad in H.

(c) Wenn t;_1 ¢ {s2,...,s,}, kann man ¢;_; zum Pfad hinzufiigen, um
(tj—1,51,...,5) zu erhalten, da t;_1s; eine Kante von G ist. Dann
ist dieser neue Pfad linger als (s1,...,s,), was der Annahme wider-
spricht. Das Gleiche gilt fiir ¢;44.

(d) Angenommen, v < v, und betrachten wir (1,...,¢_1, Sut1,- -+ Sv—1,Lj415- s tm)-
Alle Knoten sind durch die Konstruktion in H, es gibt eine Kante
zwischen jedem aufeinanderfolgenden Knoten, und ¢ und ¢ sind in
H verbunden (das Gleiche gilt, wenn v < w). Folglich ist H zusam-
menhéngend (wir haben gezeigt, dass alle Endpunkte eines lingsten
Pfades verbunden sind).

(e) Tatséchlich haben wir gezeigt, dass jeder Endpunkt eines lingsten
Pfades entfernt werden kann, ohne die Konnektivitdt von G zu be-
eintrichtigen. Dies gilt auch fiir s,, und s, # s;, daher kénnen fiir
jeden Graphen mindestens 2 Knoten entfernt werden, ohne die Kon-
nektivitdt zu unterbrechen. Fiir einen Pfad gibt es genau 2 solcher
Knoten.
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Universitat Osnabriick Martina Junhke

Institut fiir Mathematik Germain Poullot
Tarek Emmerich

Diskrete Mathematik — Sommersemester 2025
Ubungsblatt 3

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann
bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Aufgabe 1 [Perfektes Matching]
Ein perfektes Matching M in einem Graphen G = (V| E) ist eine Sammlung von
Kanten M C FE, so dass jeder Knoten in V' mit genau einer der Kanten von M
benachbart ist.
1. Zeige, dass K,, genau dann ein perfektes Matching hat, wenn n gerade ist.
2. Zeige, dass K,, ,, genau dann ein perfektes Matching hat, wenn n = m ist.
3. Wie viele verschiedene perfekte Matchings hat K3 37
4. Alice und Barbara spielen ein Spiel auf einem Graphen G. Alice beginnt,
indem sie einen Knoten auswéhlt, dann spielen die Spielerinnen abwech-
selnd, indem sie einen Nachbarn des zuletzt gewihlten Knotens (der noch
nicht gewiihlt wurde) auswéhlen. Die Spielerin, die nicht spielen kann,
verliert. Zeige, dass wenn G ein perfektes Matching hat, Barbara immer
gewinnen kann, egal was Alice tut.

Abbildung 3: Eine Ballonskulptur

Aufgabe 2 [Trail partition und Ballonskulpturen]
Du musst einem Ballonkiinstler helfen, Ballonskulpturen herzustellen, siehe Fi-
gure 3 (rechts). Ein Graph G = (V, E) kann aus k Ballons bestehen, wenn es k
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disjunkte Kantenpfade P, ..., P, gibt, sodass jede Kante e € E genau einem
der Pfade P; angehort (ein Kantenpfad kann einen Knoten mehrmals verwen-
den; zwei Kantenpfade sind disjunkt, wenn sie keine gemeinsame Kante haben,
sie koénnten aber gemeinsame Knoten haben).

1. Der Graph in Figure 3 (links) kann aus 1 Ballon hergestellt werden,
wie in Figure 3 (rechts) illustriert ist. Welcher Satz aus der Vorlesung
gewdhrleistet das?

2. Angenommen, ein zusammenhéngender Graph G kann aus & > 1 Bal-
lons hergestellt werden. Zeige, dass G eine gerade Anzahl m von Knoten
ungeraden Grades hat, wobei m < 2k.

3. Wie viele Ballons benétigen Sie, um die Graphen in Figure 4 herzustellen?
Zeichnen Sie fiir jeden die Aufteilung des Graphen in diese Ballons, wie in
Figure 4 (zweiter Graph) illustriert.

Abbildung 4: Graphen von Platonischen Koérper. Der zweite Graph ist bereits
in 4 Ballons (= 1 blau gestrichelt + 1 rot dick + 1 griin gestrichelt + 1 violett
diinn) aufgeteilt: Sie miissen die anderen Graphen in Ballons aufteilen.

Aufgabe 3 [Gradsequenzen in Baumen]
1. Seien dy,...,d, positive natiirliche Zahlen und n > 2 und es gelte
n
Z dz =2n — 2.
i=1
Zeigen Sie, dass ein Baum auf n Knoten mit Knotengraden dy,...,d,
existiert. Man bezeichnet dy,...,d, auch als Gradsequenz.

2. Sei T ein Baum mit 12 Knoten mit genau drei Knoten vom Grad 3 und
genau einem Knoten vom Grad 2. Bestimmen Sie die Gradsequenz von T'.

3. Legt die Gradsequenz aus (ii) den Baum T bereits eindeutig (bis auf Iso-
morphie) fest? Geben Sie gegebenenfalls zwei nicht-isomorphe Bdume mit
der entsprechenden Gradsequenz an.
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Aufgabe 4 [Nicht-eulerische Graphen eulerisch machen]

1.

2.

Beweisen Sie, dass die Anzahl der Knoten ungeraden Grades in einem
Graphen G stets gerade ist.

Sei G ein Graph, der nicht eulersch ist. Beweisen Sie, dass man G durch
Hinzufiigen eines Knotens und einiger Kanten in einen eulerschen Graphen
iiberfithren kann.

Sei G ein Graph, der nicht pfad-eulersch ist. Formulieren und beweisen
Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung an G, sodass es einen
pfad-eulerschen Graphen H gibt, der durch Hinzufiigen eines Knotens und
einiger Kanten zu G entsteht.

. Sei G ein Graph, der nicht eulersch ist, mit 2k Knoten ungeraden Grades.

Formulieren und beweisen Sie eine notwendige und hinreichende Bedin-
gung an G, sodass es einen eulerschen Graphen H gibt, der durch Entfer-

nen k Kanten aus G entsteht. Hinweis: Betrachten Sie den Teilgraphen, der von den
Knoten ungeraden Grades in G und den Kanten zwischen diesen gebildet wird, und lesen Sie
dann Aufgabe 1 erneut.

Aufgabe 5 [Bonus — Organisation eines Schulausflugs]

Jeden Tag gehen eine Gruppe von 12 Kindern spazieren, indem sie sich paarweise
an den Hénden halten (wie Sie es wahrscheinlich vor langer Zeit getan haben).
Wie viele Tage konnen sie spazieren gehen, wenn wir nicht méchten, dass ein
Kind zweimal denselben Nachbarn hat? Was ist, wenn der Spaziergang jetzt in
Reihen zu dritt erfolgt?

Abgabe: bis 14.05.2025 vor 23:59
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Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)]
ChatGPT hat mir das gesagt (es ist ein echtes Copy-Paste aus der kostenlosen
Version von ChatGPT):

“ Wir sollen ermitteln: Wie viele bipartite Graphen gibt es auf 3 beschrifteten
Knoten?

Ein Graph ist bipartit, wenn seine Knotenmenge in zwei disjunkte Teilmen-
gen A und B aufgeteilt werden kann, wobei Kanten nur zwischen A und B
existieren.

Schritt 1: Alle Bipartitionen aufzihlen Die moglichen Bipartitionen von
V ={1,2,3} sind:

- |A| = 1,|B| = 2: Es gibt (%) = 3 solche Partitionen. Fiir jede gibt es 22 = 4
mogliche bipartite Graphen. - |[A] = 2,|B| = 1: Wieder (3) = 3, und jede gibt
22 = 4 bipartite Graphen.

Die Gesamtzahl der bipartiten Graphen ist also:

3-4+3-4=24.

Wenn wir den leeren Graphen (der dem Fall entspricht, in dem keine Kanten
vorhanden sind) einbeziehen, erhalten wir die Gesamtzahl:

2441 =25.

Daher gibt es bipartite Graphen auf 3 beschrifteten Knoten. ”
Das ist falsch, erkldren Sie mir, warum.

Aufgabe 7 [Anzahl der perfekten Matchings|

1. Wie viele perfekte Matchings gibt es im Pfad P,, (unterscheide n ungerade
oder gerade)?

2. Wie viele perfekte Matchings gibt es im Kreis C,, (unterscheide n ungerade
oder gerade)?

3. Wie viele perfekte Matchings gibt es im vollsténdigen Graphen K,, (un-
terscheide n ungerade oder gerade)?

4. Wie viele perfekte Matchings gibt es im vollstdndigen bipartiten Graphen

Kpn?
Aufgabe 8 [Adjazenzmatrix — erneut]
Im Folgenden betrachten wir den vollsténdigen bipartiten Graphen K, ,, und
seine Adjazenzmatrix A, ,,. Die Knoten von K, , sind mit aj,...,a, und
b1,...,by, beschriftet, sodass seine Kanten a;b; fiir alle ¢ € {1,...,n} und
j € {1,...,m} sind. Wir beschriften die Koordinaten von v € R"*™ entspre-
chend.

1. Beweise, dass 0 ein Eigenwert der Matrix A,, ,,, von Vielfachheit mindes-
tens n + m — 2 ist. (Hinweis: Suche einen Eigenvektor mit sehr wenigen Nicht-Null-

Koordinaten.)
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2. Fiir n = m, beweise, dass n und —n Eigenwerte von A, , sind. Gib eine
Diagonalisierung von A,, ,, an (dh. gebe alle Eigenvektoren zusammen mit
den Eigenwerten an).

3. Fiir n # m und v € R"™™, beweise, dass der Wert der Koordinate von
Av auf dem Knoten a; nicht von ¢ abhéngt.

4. Fiir n # m, schlussfolgere, finden Sie die Eigenvektoren von A, ,,, die zu
einem von Null verschiedenen Eigenwert gehoren, und leiten Sie ab, dass
sie diagonalisierbar sind.

Aufgabe 9 [Fleurys Algorithmus]

In der Vorlesung habt ihr einen Beweis des folgenden Satzes gesehen: Wenn ein

Graph genau 2 Knoten ungeraden Grades hat, dann besitzt er einen eulerschen

Pfad. Aus der Vorlesung kann man einen Algorithmus (Hierholzers Algorithmus,

1873) ableiten, der explizit den eulerschen Pfad konstruiert. Hier geben wir einen

anderen Algorithmus an (der einfacher zu beweisen, aber in der Praxis weniger

effizient ist): Fleurys Algorithmus (1883).

(a) Fixiere einen Graphen G. Starte an einem Knoten u ungeraden Grades und
mit einem leeren Pfad P.

(b) Wihle einen Nachbarn von u so, dass G\uv zusammenhéngend bleibt, und
fiige die Kante uv zu deinem Pfad P hinzu.

(c) Falls kein solcher Nachbar existiert, dann hat u genau eine inzidente Kante:
fiige diese Kante zu deinem Pfad P hinzu und beende den Algorithmus.

(d) Entferne die Kante uv aus dem Graphen und wiederhole den Prozess ab v
(im Graphen G\uwv) bei Schritt (b).

Beweise, dass dieser Algorithmus terminiert und dass der Pfad P beim Stoppen

ein eulerscher Pfad ist. Was ist die Komplexitéit dieses Algorithmus?

Aufgabe 10 [Aufgabe 4 — Fortsetzung]
Wenn du die Fragen 1 und 2 der obigen Aufgabe 4 und die Ubungen zu Adja-
zenzmatrizen aus den vorherigen Ubungsbléttern gelost hast:

5. Beweise, dass es n*~! Zyklen gerader Linge in K, » gibt, die a; enthalten
(wobei Zyklen mehrmals dieselbe Kante benutzen diirfen), und dass es 0
Zyklen ungerader Lénge gibt.

Aufgabe 11 [Domino-Steine]
Gegeben ist ein Stapel Domino-Steine, der alle moglichen Steine enthélt, die
man mit den Zahlen von 1 bis 5 bilden kann. Zwei Steine konnen nebeneinander
gelegt werden, wenn an ihren Berithrungsrdndern dieselbe Zahl steht.

1. Wie viele Domino-Steine enthilt der Stapel?

2. Kannst du alle Domino-Steine zu einem Kreis anordnen, sodass jede Beriihrungsstelle
passt?
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Ersetze in der Aufgabenstellung die Zahl 5 durch ein beliebiges n und bearbeite
die Aufgabe erneut.

Aufgabe 12 [Drahtgeriist eines Wiirfels]
Du hast 120 cm Stahldraht zur Verfiigung. Du méchtest damit das Geriist eines
Wiirfels mit Kantenléinge 10 cm bauen.

1. Kannst du den Wiirfel mit dem vorhandenen Draht vollstandig konstru-
ieren?

Aufgabe 13 [Polygamie-Heiratssatz und Tic-Tac-Toe]

1. Sei G = (S UT,E) ein bipartiter Graph, sodass fiir alle A C S die
Polygamie-Heiratsbedingung |N(A)| > 2 - |A| gilt. Zeigen Sie, dass es ei-
ne Familie paarweiser disjunkter Teilgraphen von G gibt, die isomorph zu
K 5 sind, sodass jeder Knoten aus S Mittelpunkt eines dieser Teilgraphen
K172 ist. (Hinweis: Betrachten Sie den Hilfsgraphen G, in dem fiir jeden Knoten v € S ein
weiterer Knoten v’ eingefiigt wird, der die selben Nachbarn wie v besitzt. Wenden Sie den

normalen Heiratssatz auf G’ an.)

2. Ein Positionsspiel besteht aus einem Spielbrett, modelliert durch die Men-
ge X = {x1,...,2,} der Felder, sowie sog. Gewinnmengen, modelliert
durch Teilmengen Wi,...,W,, C X. Beispielsweise handelt es sich bei
Tic-Tac-Toe um ein Positionsspiel, dessen Spielfeld aus 9 Feldern besteht
mit 8 Gewinnmengen (den vertikalen, horizontalen und diagonalen Lini-
en). Zwei Spieler withlen abwechselnd Felder aus X aus. Derjenige Spieler,
der als erstes alle Felder einer Gewinnmenge gewahlt hat, gewinnt. Wir
betrachten ein Positionsspiel mit der Eigenschaft, dass jede Gewinnmen-
ge aus mindestens 10 Feldern besteht und jedes Feld des Spielbretts in
hochstens 5 Gewinnmengen liegt. Zeigen Sie, dass der zweite Spieler im-
mer mindestens ein Unentschieden erreichen kann. (Hinweis: Zeigen Sie, dass
es eine Menge disjunkter Paare von Feldern gibt, sodass jede Gewinnmenge mindestens ei-
nes dieser Paare enthilt und verwenden Sie dies um eine Strategie des zweiten Spielers zu

betimmen.)
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Discrete Mathematics — Loesungblatt 3

Aufgabe 1 [Perfekte Matchings]

1. Ein Matching deckt eine gerade Anzahl von Knoten ab (das heifit 2 # M),
daher gibt es keine Matching, die jeden Knoten abdeckt, wenn n ungerade
ist. Wenn n gerade ist, dann ist M = {(2i)(2i+1) ; i € {1,...,2}} ein
perfektes Matching (du sollst es zeichnen).

2. Die Kanten in einem Matching in K, ,,, = (AU B, E)) wéhlen einen linken
Knoten (in A) und einen rechten Knoten (in B), daher, wenn M perfekt
ist, dann ist jeder Knoten in A mit einem Knoten in B wverbunden, das
heifit, n = |A| = |B| = m. Umgekehrt, wenn n = m ist, schreibe A =
{a1,...,an} und B = {by,...,b,} und nimm M = {a;b; ; i € {1,...,n}}.

3. Ein perfektes Matching von K, ,, entspricht einer Bijektion o von {1,...,n},
indem o (i) = j fur ¢j € M gesetzt wird. Daher gibt es so viele perfekte
Matchings wie Bijektionen von {1,...,n}, d. h. Permutationen: Es gibt n!
perfekte Matchings von K, ,,. Fiir n = 3 gibt es 3! = 6 perfekte Matchings
von K3 3 (du sollst sie zeichnen).

4. Angenommen, Alice spielt einen Knoten u. Dann gibt es einen (eindeuti-
gen) Knoten v, sodass uv, eine Kante im Matching M ist (egal welcher
u, da M perfekt ist), dann spielt Bob v,. Wir miissen beweisen, dass es
immer moglich ist, dass Bob spielt, egal welchen Knoten Alice wihlt, das
heifit, beweisen, dass v, noch nicht gespielt wurde (v, ist tatséichlich ein
Nachbar von u in G, da das Matching dies sicherstellt). Angenommen, das
ist nicht der Fall: v, wurde zuvor gespielt. Kann Bob es gespielt haben?
Nein, weil Bob nur Kanten aus dem Matching spielt, spielt Bob v, nur,
wenn u gespielt wird (und uw wurde zuvor nicht gespielt). Kann Alice es
gespielt haben? Nein, weil wenn Alice v, spielt, dann spielt Bob u (und
es ist an der Reihe von Alice), und v wurde zuvor nicht gespielt. Daher
kann Bob auf jede Wahl von Alice antworten, und da der Graph endlich
ist, wird Alice irgendwann keine Moglichkeiten mehr haben und verlieren.

Aufgabe 2 [Trail partition und Ballonskulptur]

1. 1 Ballon entspricht einem Euler-Pfad. Daher ist dus 1 Ballon gemacht
sein” dquivalent dazu, pfad-Eulerisch zu sein. Geméafl der Vorlesung ist das
dquivalent dazu, genau 2 Knoten ungeraden Grades zu haben. Da dies auf
den Hundegraphen zutrifft, kann er aus 1 Ballon gemacht werden.

2. Jeder Ballon ist ein Teilgraph von G mit genau 2 Knoten ungeraden Gra-
des. Der Grad eines Knotens v in G ist die Summe des Grades von v in
jedem Ballon. Wenn sein Grad ungerade ist, dann hat er in mindestens 1
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Ballon einen ungeraden Grad (wenn er in jedem Ballon gerade wiire, dann
wére er gerade in G). Daher kann die Anzahl der Knoten mit ungeradem
Grad nicht die Anzahl der Endpunkte von Ballons iiberschreiten: m < 2k.
Beachte, dass die Umkehrung auch wahr ist, aber komplizierter zu zeigen:
Wenn G 2k Knoten ungeraden Grades hat, dann kann er aus k Ballons
gemacht werden.

3. Siehe Figure 5. Das Tetraeder (links) kann aus 2 Ballons gemacht werden:
Es kann nicht aus 1 Ballon gemacht werden, da es > 2 ungerade Knoten
hat, und die Abbildung zeigt, wie es mit 2 Ballons gemacht werden kann.
Das Oktaeder (rechts) ist eulerisch, da es keine ungeraden Knoten hat, die
Abbildung zeigt, wie die Kanten angeordnet werden konnen.

Du kannst die Ubung fiir die Graphen der beiden anderen platonischen
Korper machen, die unten gegeben sind.

Abbildung 5: Losung des Ballon-Problems

Abbildung 6: The dodecahedral graph and the icosahedral graph. (Good luck!)

Aufgabe 3 [Gradsequenzen fiir Baume]

(i) Seien dy,...,d, gegeben mit ., d; = 2n — 2. Wir beweisen die Behaup-
tung mittels Induktion nach n. Ist n = 2, so ist (1,1) die einzige mogliche
Sequenz, die die Voraussetzungen erfiillt und der Graph mit 2 Knoten
und einer Kante hat genau diese Gradsequenz. Sei n > 3. Dann existiert
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ein 4, sodass d; < 2. Andernfalls wiirde Z?:l d; > 2n gelten. Da d; > 0
nach Voraussetzung, gilt d; = 1. Andererseits muss auch ein j existieren
mit d; > 1 (sonst > ,_,d; < n). Ohne Einschréinkung sei d,, = 1 und
dn—1 > 1. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Baum mit Gradfol-
gedy,...,d,_o,d,_1 — 1. Fiigt man ein neues Blatt zu dem Knoten n — 1
hinzu, erhéilt man einen Baum mit der Gradfolge d1,...,d,.

(ii) Sei V(T) = {u1,...,ui2} und sei weiter d(u12) = 2, d(ug) = d(u1p) =
d(u11) = 3. Es gilt gemifl Vorlesung

> d(u) =2 [V(T)] -2 =22

Da Zzg d(u;) = 11 nach Vorraussetzung, folgt

8

> d(u;) = 11.

i=1

Desweiteren wissen wir, dass d(u;) € {1} U{a : a > 4} gelten muss. Es
muss dann ein Knoten u; mit d(u;) > 4 existieren (sonst wire Z;g:l d(u;) <
8). Andererseits kann es keinen Knoten vom Grad mindestens 5 geben,
da sonst Zzl d(u;) > 7-45 = 12 gelten wiirde. Damit existiert ein
Knoten vom Grad 4 und ohne Einschrankung sein d(ug) = 4. Dann folgt
ZZ:1 d(u;) = 7 und da alle Grade > 1 sind, muss d(u;) = ... =d(uy) =1
gelten. Die Gradsequenz ist also (1,1,1,1,1,1,1,2,3,3,3,4).

(iii) Die Gradfolge bestimmt den Baum nicht eindeutig. Die folgende Darstel-
lung zeigt zwei nicht-isomorphe Biume mit derselben Gradfolge (die Kno-
ten des Grades 2 grenzt im rechten Baum an den Scheitelpunkt vom Grad
4, im linken Baum jedoch nicht).

Aufgabe 4 [Nicht-eulerische Graphen eulerisch machen]
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1. Nach dem Handshake-Lemma gilt: ZUGV(G) d, = 2#FE, also ist die An-
zahl der Summanden mit ungeradem Grad gerade, d.h. die Anzahl der
Knoten ungeraden Grades in G ist gerade.

2. Da G nicht eulerisch ist, besitzt es mindestens einen Knoten ungeraden
Grades. Sei uq,...,us; die Knoten ungeraden Grades von G (nach dem
vorherigen Punkt wissen wir, dass es eine gerade Anzahl davon gibt). Be-
trachte den Graphen H, der aus G entsteht, indem man einen zusétzlichen
Knoten v, sowie Kanten w;v, fiir alle ¢ € [2k] hinzufiigt. Alle Knoten die-
ses neuen Graphen H haben nun geraden Grad: Die Knoten mit vorher
schon geradem Grad bleiben unverdndert, die ungeraden Knoten erhalten
genau eine zusétzliche Kante, und v, hat Grad 2k. Daher ist H eulerisch.

3. Wir zeigen: Jeder nicht pfad-eulerische Graph G kann durch Hinzufiigen
eines Knotens und einiger Kanten pfad-eulerisch gemacht werden. Wie
zuvor betrachten wir H, das durch Hinzufiigen von v, und allen Kanten
u;V, entsteht, wobei u; ein Knoten ungeraden Grades in G ist. H hat
dann 0 Knoten ungeraden Grades — wir mochten jedoch, dass es genau
2 davon gibt, damit es pfad-eulerisch ist. Falls G einen Knoten w mit
geradem Grad hat, fiige die Kante wv, zu H hinzu — fertig. Falls G einen
Knoten u; mit ungeradem Grad hat, entferne aus H die Kante ujv, —
fertig (beachte, dass H weiterhin zusammenhéngend ist, da G mindestens
zwel Knoten ungeraden Grades haben muss).

4. Sei Gogq der Graph mit den Knoten {uy, ..., us}, den Knoten ungeraden

Grades von G, und mit allen Kanten von G, die diese Knoten verbinden
(dies ist der vom ungeraden Knoten induzierte Teilgraph von G). Wir
zeigen: G kann durch Entfernen von k Kanten eulerisch gemacht werden
genau dann, wenn Goqq ein perfektes Matching besitzt. Angenommen,
Goaq besitzt ein perfektes Matching: Entfernt man diese Kanten aus G, so
reduziert sich der Grad jedes ungeraden Knotens um 1, und alle Knoten
haben dann geraden Grad — der resultierende Graph ist eulerisch. Umge-
kehrt, wenn G durch Entfernen von k& Kanten eulerisch wird, betrachten
wir den Teilgraphen G, der aus diesen k Kanten besteht. Fiir jedes i € [2k]
muss der Grad von u; in G’ ungerade sein (man muss eine ungerade An-
zahl an Kanten entfernen, um den Grad in G gerade zu machen). Da jede
ungerade Zahl mindestens 1 ist und nur k£ Kanten existieren, hat jeder u;
in G’ Grad genau 1. Also besteht G’ aus isolierten Kanten: ein perfektes
Matching in Goqq.
N.B.: k ist die minimale Anzahl an Kanten, die entfernt werden miissen,
um G eulerisch zu machen. Falls man mehr als k& Kanten entfernen darf,
geniigt es, dass der induzierte Teilgraph G,qq keinen Knoten geraden Gra-
des hat — dies ist allerdings deutlich schwieriger zu iiberpriifen.

Aufgabe 5 [Bonus — Organisation eines Schulausflugs]
Ein Tag des Héndchenhaltens zu zweit entspricht einem vollstédndigen Matching
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im vollstdndigen Graphen mit 12 Knoten. Daher werden 1—22 = 6 Kanten verwen-

det. Im vollstéindigen Graphen gibt es (%) = 12511 = 66 Kanten. Daher konnte
es hochstens 6—66 = 11 vollsténdige Matchings geben: Unser Ausflug kann nicht
langer als 11 Tage dauern (im Allgemeinen fiir eine gerade Anzahl von Kindern
n kann er nicht linger als 2 (3) =n — 1 Tage dauern).

Es bleibt zu beweisen, dass wir tatséchlich 11 disjunkte vollstindige Mat-
chings in Ko finden koénnen. Hier ist ein Beispiel (jedes vollsténdige Matching

besteht aus 6 Kanten):

3—12 4-11 5-10 7T—38
12—-4 11-5 10-6 8—1

5—12 6-11 7-10 8—-9
12-6 11—-7 10-8 9-1
6-2 7—-12 8—-11 9-10
12-8 11-9 10-1
8§—-2 9-12 10-11
2-9 12-10 11-1
9-3 10—-2 11-12
3—10 2—-11 12-1
3—11 4-10 5-9 6—38

(.
Lo

= 00 W I N
[
© &~ 00 W I

N g o w oo
|
00 Ul ~1 A O L Ut

|
—
)

12

Wenn der Spaziergang in Reihen zu je drei Personen erfolgt, gibt es 4 Reihen,
und jeden Tag verwenden Sie 3 x4 = 12 Kanten von Ki5. Daher kann Thre Reise

40



hochstens L%J = 5 Tage dauern. Viel Gliick bei der Suche nach einer Losung
(schreiben Sie mir eine korrekte Losung, und ich werde sie hier hinzufiigen)!

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)]
Es gibt nur 22 = 8 Graphen mit 3 Knoten...

Aufgabe 7 [Anzahl der perfekten Matchings]
Aufgabe 8 [Adjazenzmatrix — noch einmal]

Was verstanden werden muss, ist die Wirkung, die die Adjazenzmatrix A auf
den Graphen hat. Zuniichst ist ein Vektor v € R*™™ nur eine Gewichtung der
Knoten (d. h. man kann den Graphen zeichnen und die Koordinaten von v
direkt auf den Knoten schreiben), und Av ist ebenfalls ein Vektor: Der Wert
von Av an einem Knoten u ist die Summe der Werte von v an den Nachbarn
von u.

1. Nehmen Sie x* € R"*™ mit den Koordinaten 2}, =1 und z, = —1 fiir
i# 1, und v, = 0, wenn « ¢ {a1,a;} (insbesondere wenn o = b;). Dann
gilt A, ,,x* = 0. Dies funktioniert fiir alle i € {1,...,n}, und symmetrisch,
fiir y7 mit ygl = —yij = 1 und sonst 0, fir j € {1,...,m}. Wir erhalten
(n—1)+ (m —1) Vektoren im Kern von A. All diese Vektoren sind linear
unabhiingig, weil sie echelonisiert sind (schreiben Sie x* und y7 als Spalten
einer Matrix: es gibt eine Identitdtsmatrix mit vollem Rang darin).

2. Der Graph K, , ist reguldr, also nehmen Sie z € R2™ mit Zq; = 2b; =
1, dann gilt Az = nz. Nehmen Sie t € R?" mit t,, = 1 und tb]'. =
—1, dann gilt At = —nt. Das Spektrum von A4, , ist {—n,0,+n}, die
Eigenwerte n und —n haben die Vielfachheit 1 (ihre Eigenvektoren sind
jeweils z und t), und der Eigenwert 0 hat die Vielfachheit 2n — 2 (eine
Eigenbasis seines Eigenraums wird durch die Vektoren x* und y* fiir i €
{1,...,n} gegeben). Da wir eine Gesamtviefachheit von 14+ 1+ (2n—2) =
2n gefunden haben, was der Grée der Matrix A,, ,, entspricht, haben wir
eine Diagonalisierung.

3. Die Koordinate von Av am Knoten q; ist die Summe der Koordinaten von
v an den Nachbarn von a;. Da K, ,, vollstdndig ist, sind die Nachbarn
von a; (by,...,by), was nicht von ¢ abhéingt. Daher hingt die Koordinate
von Av am Knoten a; nicht von i ab: Sie ist ) ; Ub; -

4. Wenn v € R™"™ ein Eigenvektor von A, ., ist, der mit einem von Null
verschiedenen Eigenwert verbunden ist, dann gilt A,, ,,,v = Av fiir einige
A # 0. Insbesondere sind alle Koordinaten von A, ,,v an den Knoten a;
gleich (gemif der vorherigen Frage), also da A # 0, sind alle Koordinaten
von v an a; gleich: Wir bezeichnen sie mit «. Ebenso sind alle Koordinaten
von v an b; gleich: Wir bezeichnen sie mit 5. Wenn wir die Koordinate
von a; in der Gleichung A,, ,,v = Av betrachten, erhalten wir mg = Aa;
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wéhrend wir die Koordinate von b; betrachten, erhalten wir na = Ag8
(denke daran, dass wir versuchen herauszufinden, ob A, & und f existieren
koénnen, wihrend n und m fest sind und n # m, A # 0). Wenn a = 0,
dann gilt A8 = 0, was nicht moglich ist (A # 0 nach Annahme, und wenn
B = 0, dann wire v = 0, aber v ist ein Eigenvektor). Also gilt A = gm,

2
also ergibt sich aus na = A§ die Gleichung - = (g) . Schlielich kann
man iiberpriifen, dass die Wahl von (o, 8) = (++v/n, +v/m) oder (o, 3) =
(—v/n,++/m) zwei verschiedene (und linear unabhéngige) Eigenvektoren
mit Eigenwert A = y/nm liefert. Die Matrix A, ., ist diagonalisierbar,
da wir Eigenwerte mit einer Gesamtvielfachheit von 2n, der Grofle der
Matrix, gefunden haben.
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Universitat Osnabriick Martina Junhke

Institut fir Mathematik Germain Poullot
Tarek Emmerich

Diskrete Mathematik — Sommersemester 2025
Ubungsblatt 4
Bei jeder Aufgabe konnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann

bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Aufgabe 1 [Hamiltonische Graphen]

Abbildung 7: The dodecahedral graph and the icosahedral graph.

1. Im Jahr 1857, erfand Sir William Rowan Hamilton das Spiel ,, The Icosian
Game*“. Die Aufgabenstellung war es, einen Hamiltonkreis des Graphen G
in Figure 7 zu finden. Zeigen Sie, dass der Graph G einen Hamiltonkreis
besitzt.

2. Sei @, der Hyperwiirfelgraph. Entscheiden Sie, fiir welche n der Graph
@, eulersch ist. Entscheiden Sie, fiir welche n der Graph (),, hamiltonsch
ist. Erinnern Sie sich daran: Der Hyperwiirfelgraph @,, hat Knoten, die alle Teilmengen von

{1,...,n} sind, und die Kanten verlaufen zwischen X und Y, wenn X C Y und |Y| = | X|+1.

Aufgabe 2 [Satz von Ore und Satz von Dirac]

1. Konstruieren Sie einen Graphen G = ([5], F) mit d(¢) > 2 fiir alle ¢ € [5],
der keinen Hamiltonkreis enthlt.

2. Konstruieren Sie fiir beliebiges n € N einen Graphen mit n Knoten und
1+ ("51) vielen Kanten, der nicht hamiltonsch ist.

3. Konstruieren Sie fiir beliebiges n € N einen Graphen mit n Knoten und
Minimalgrad [%W — 1, der nicht hamiltonsch ist.
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Aufgabe 3 [Ores Theorem)]
Wir mochten den folgenden Satz beweisen (Ore, 1960): Wenn fiir alle nicht
benachbarten Knoten u und w von G gilt, dass d(u) + d(w) > n, dann ist G
hamiltonisch, wobei d(u) den Grad von u in G darstellt.

1. Beweisen Sie, dass die Umkehrung des Ore’schen Satzes falsch ist. Hinweis:
5 Knoten reichen aus.

2. Schreiben Sie die Kontraposition des Ore’schen Satzes auf. Dies ist das,
was wir beweisen werden.

3. Sei H = (V, E) ein maximal nicht-hamiltonscher Graph mit n Knoten
(d.h. das Hinzufiigen einer Kante zu H wiirde einen hamiltonschen Kreis
erzeugen).

(a) Wenn v und w in H nicht benachbart sind, beweisen Sie, dass es
einen hamiltonschen Pfad (vy,...,v,) mit v1 = v und v, = w gibt.

(b) Fir ¢ € {2,...,n — 2} beweisen Sie, dass wenn uv;1; € FE, dann
viw ¢ E.

(¢) Folgern Sie, dass d(u) + d(w) <n — 1.

4. Beweisen Sie den Ore’schen Satz (indem Sie seine Kontraposition bewei-
sen): Nehmen Sie G und fiigen Sie Kanten hinzu, um einen maximal nicht-
hamiltonschen Graphen H zu erhalten, und ziehen Sie einen Schluss.

Aufgabe 4 [Chinesisches Postbotenproblem]
Kwan Mei-Ko stellte 1960 folgendes Problem: In der Stadt Guan muss ein Post-
bote Briefe an Biirger in jeder Strafle zustellen; wie kann die Anzahl der Stra-
Ben minimiert werden, die er zweimal passieren muss? (Dies ist keine wortliche,
sondern eine umformulierte Wiedergabe). Eine Stadt kann als Graph betrach-
tet werden, dessen Knoten die Kreuzungen sind (Kreuzungen zwischen Stra-
Ben, Sackgassen werden nicht beriicksichtigt), und die Kanten sind zwischen
den Kreuzungen, die zur gleichen Strafle gehtren. Der Postbote stellt die Briefe
zustellt, indem er einen Pfad (in diesem Graphen) folgt, der zu seinem Aus-
gangspunkt zuriickkehrt.

1. Eine Stadt ist eine US-Stadt, wenn sich jede zwei sich kreuzende Strafien
unter einem Winkel von 90° treffen und es keine Sackgassen gibt. Zeigen
Sie, dass in US-Stadten der Postbote keine Strafle zweimal passieren muss.

2. Angenommen, die Stadt Osnabriick hat nur 2 Kreuzungen ungeraden Gra-
des in ihrem Graphen G = (V, E), ndmlich v und v. Sei d die Entfernung
zwischen v und v. Zeigen Sie, dass der Postbote die Briefe durch zweima-
liges Benutzen von hochstens k Kanten mit k£ < d zustellen kann.

3. Wir mochten zeigen, dass k = d in Osnabriick ist. Betrachten Sie einen
moglichen Pfad des Postboten, sei E’ die Kanten, die er zweimal benutzt,
und G’ = (V, E’) der resultierende Teilgraph.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes w € V mit w ¢ {u,v} der Grad d’'(w) von
w in G’ gerade ist.

(b) Nehmen Sie an, dass v und v nicht in der gleichen zusammenhéngenden
Komponente von G’ sind, und fiihren Sie einen Widerspruch mit der
Gradformel herbei.

(¢) Schlussfolgern Sie, dass |E’| > d und ziehen Sie einen Schluss.
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Aufgabe 5 [Bonus — Schach spielen]
Kann ein Turm alle Felder eines 8 x 8 Schachbretts genau einmal durchlaufen
und zu seinem Startpunkt zuriickkehren? Wenn ja, zeichnen Sie, wie das geht.

Ko6nnen der Konig oder die Dame dies tun? Kann ein Laufer, der auf einem
schwarzen Feld beginnt, genau einmal alle schwarzen Felder durchlaufen? Kann
ein Springer alle Felder eines 5 x 5 Schachbretts genau einmal durchlaufen und
zu seinem Startpunkt zuriickkehren?

Abgabe: 21.05.2024 vor 23:59
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Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)
ChatGPT hat mir das gesagt (es ist ein echtes Copy-Paste aus der kostenlosen
Version von ChatGPT):

“ Wir konstruieren einen einfachen Graphen G mit n = 6 Knoten, sodass:

e ( besitzt keinen Hamiltonkreis,
o G besitzt zwei nicht-adjazente Knoten u,v mit deg(u) + deg(v) > 6,

e G besitzt die minimal mdégliche Anzahl an Kanten unter allen solchen
Graphen.

Konstruktion Der Graph besitzt 6 Knoten und 7 Kanten. Die Kanten sind:

{1,2},{2,3},{3,4},{4,5}, {5,6},{2,4}, {3,5}

Die Knoten 2 und 5 sind nicht adjazent und erfiillen deg(2) = 3, deg(5) = 3,
also ist die Summe der Grade gleich 6.

Abbildung 8: Ein Graph ohne Hamiltonkreis mit deg(2) + deg(5) = 6

Begriindung Der Graph enthilt keinen Hamiltonkreis: Jeder Versuch, al-
le Knoten in einem Kreis zu verbinden, scheitert aufgrund von erzwungenem
Zuriickgehen oder doppeltem Besuch eines Knotens.

Auflerdem erfiillen die nicht-adjazenten Knoten (2,5) die Gradbedingung:
deg(2) + deg(5) =3+3=6=nmn.

Der Graph hat nur 7 Kanten, was minimal ist unter allen Graphen mit dieser
Eigenschaft. ”

Das ist falsch, erkldren Sie mir, warum.

Aufgabe 7 [Wer ist Hamiltonisch?]

Welcher der folgenden Graphen ist hamiltonsch, welcher ist eulerisch, welcher
hat einen hamiltonschen Pfad, welcher hat einen eulerischen Pfad?
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Petersen graph Herschel graph
Pappus graph Diirer graph
Aufgabe 8 [Eulerisch vs. Hamiltonisch]

Fiir jeden der folgenden Sitze geben Sie ein Beispiel an oder zeigen Sie, dass
ein solcher Graph nicht existieren kann:

Ein Graph, der Eulerisch, aber nicht Hamiltonisch ist.

Ein Graph, der Hamiltonisch, aber nicht Eulerisch ist.

Ein Graph, der einen Eulerpfad, aber keinen Hamiltonpfad hat.

Ein Graph, der einen Hamiltonpfad, aber keinen Eulerpfad hat.

Ein Hamiltonischer Graph mit mindestens 3 Knoten und einer Briicke.
Ein Graph mit mindestens 3 Knoten, einer Briicke und einem Hamilton-
pfad.

AR e

Aufgabe 9 [Liniengraph)]
Fiir einen Graphen G = (V, E) ist sein Liniengraph L(G) der Graph, dessen
Knotenmenge F ist und dessen Kanten zwischen Kanten von G sind, die einen
gemeinsamen Knoten haben.

1. Zeichnen Sie fiir einige Graphen Threr Wahl den entsprechenden Linien-
graphen (z. B. Pfad, Zyklen, vollstéindiger Graph, bipartiter vollstandiger
Graph usw.). Finde einen Graphen G, so dass G # L(L(G)), und einen
Graphen G mit L(G) = G.

2. Zeigen Sie, dass wenn G Eulerisch ist, dann L(G) Hamiltonisch ist.
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. Fiir eine Kante uv von G sei e,, der entsprechende Knoten von L(G).
Driicken Sie dy(g)(eus) in Abhéngigkeit von dg(u) und dg(v) aus. Erinne-
rung: dg (x) ist der Grad im Graphen H des Knotens x.

. Zeigen Sie, dass wenn G Eulerisch ist, dann L(G) auch Eulerisch ist.

. Geben Sie ein Beispiel fiir einen Graphen G an, der weder Hamiltonisch
noch Eulerisch ist, fir den aber L(G) Eulerisch ist.
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Discrete Mathematics — Loesungblatt 4

Aufgabe 1 [Hamiltonische Graphen]

1. In Abbildung Figure 9 ist ein Hamiltonkreis in beiden Graphen dargestellt.

Abbildung 9: Exercise 1(i)

2. (i) Der Hyperwiirfel Q,, = (V, E) hat die Knotenmenge V' = {(u1, ..., uy) :
u; € {0,1}} und wo ist eine Kante, falls sich v und v genau an einer

Stelle unterscheiden. Deswegen es gilt fir v = (vq,...,v,) €V
N(v) ={(01,v2,...,00), (V1,02,03, ..., Un)y- .y (V1,02 ..., Un_1,00)},
with

~ 1, fallsv; =0
V; = .
0, fallsv; =1

Insbesondere es gilt d(v) = n fir alle v € V. Aus Satz 6.2 folgt,
dass ein zusammenhéngender Graph G eulersch ist genau dann wenn
jeder Knoten von G geraden Grad hat. Deshalb ist @,, eulersch genau
dann wenn n gerade ist.

(ii) Der Hyperwiirfel Q,, = (V, E) ist hamiltonsch fir jede n > 2. Wir
beweisen die Behauptung durch Induktion. Da @2 der Kreis mit 4
Knoten ist, es gilt der Fall n = 2. Sei n > 3. Angenommen @Q,_1
ist hamiltonsch. Wir teilen die Menge V(Q,) = Vi WV, in zwei
disjunkte Mengen Vy := {(u1,...,us) : u; € {0,1},u, = 0} und
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V1= {(u1,...,un) : u; € {0,1},u, = 1}. Wir beachten, dass die
induzierten Graphen G; = (V1,EN (‘gl)) und Ga(Va, EN (‘22)) iso-
morph zu @, _1 sind.

Nach Induktionvoraussetzung besitzt G ein Hamiltonkreis

H1 =21T2...Tm—-1TmT1,
und G9 besitzt ein Hamiltonkreis

Hy =91 ... Ym—1Ym¥1,

mit z; = (v1,...,0p-1,0) und y; = (v1,...,v,-1,1) fiir alle ¢ =
1,...m. (Hier m = 2"~ ! aber wir brauchen das nicht.). Insbesondere
ist x;y; € F fiir alle i = 1,...m. Deshalb ist

L1L2 .- - Tm—1TmYmYm—1--- Y121

ein Hamiltonkreis von @,.
Aufgabe 2 [Mit Satz von Dirac]

1. Variante 1: Wir stellen fest, dass ein Graph mir Artikulation keinen Ha-
miltonkreis besitzt. Abbildung 10 zeigt den einzigen solchen Graphen, der
die gegebenen Voraussetzungen erfiillt.

Abbildung 10: Aufgabe 1(ii), Var. 1

Variante 2: Wir stellen fest, dass 6 < |E| < 10 gilt (|E| = 5 gibt G = Cj;
Kreise sind hamiltonisch, |E| < 5 und Minimalgrad 2 geht nicht).

Wir betrachten |F| = 6, dann gilt E?:1 d(i) = 12. Es sind also folgende
Félle moglich:

a) Es gibt einen Grad 4 Knoten und 4 von Grad 2,

b) Es gibt 2 Grad 3 Knoten und 3 von Grad 2.

a) fithrt zu dem Graphen aus Variante 1.

In Fall b) iiberlegen wir uns, dass die Grad 3 Knoten nicht benachbart
seien konnen (sonst gibt es einen Hamilton Kreis). Somit bleibt der Graph

in Abbildung 11. Es ist leicht zu sehen, dass dieser keinen Hamilton Kreis
enthiélt.
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Abbildung 11: Aufgabe 1(ii), Var. 2

2. Sei G der vollstidndige K,,_1, zu dem ein zusétzlicher Knoten v hinzugefiigt
wird, der zu genau einem Knoten des K, 1 verbunden ist. Dann hat G
genau (”51) + 1 Kanten. Da v auf keinem Kreis liegt, besitzt G keinen

Hamiltonkreis.

3. Sei G ein vollstandiger Graph auf [%w Knoten und sei G ein vollstédndiger
Graph auf [gJ Knoten, der von G disjunkt ist. Sei u € V(G1) ein Knoten,
der zu allen Knoten in G5 verbunden wird. Der entstandene Graph hat

Minimalgrad {ﬂ — 1 und ist nicht hamiltonsch, da mindestens 4 zu w

inzidente Kanten verwendet werden miissten.

Aufgabe 3 [Satz von Ore]

1. Der Zyklus der Linge n = 5 ist Hamiltonisch, aber fiir zwei nicht be-
nachbarte Knoten « und v haben wir d(u) + d(v) = 4 < n. Daher ist die
Umkehrung falsch.

2. Die Kontraposition von Ores Theorem lautet: Wenn G nicht Hamiltonisch
ist, dann gibt es zwei nicht benachbarte Knoten u und v, so dass d(u) +
d(v) <n-—1.

3. (a) Da H maximal nicht-Hamiltonisch ist, fithrt das Hinzufiigen einer
Kante zu einem Hamiltonischen Zyklus. Das Hinzufiigen der Kan-
te uw erzeugt daher einen Hamiltonischen Zyklus (v1,va,. .., v, v1)
mit v1 = u und v, = w. Das Entfernen der Kante uw ergibt einen
Hamiltonischen Pfad in H: (vq,vs,...,v,) mit v; = v und v, = w.

(b) Nehmen wir an, sowohl uv;y; als auch wv; Kanten in H sind. Eine
schnelle Skizze (bitte, machen Sie die Skizze!) zeigt, dass (u, va, ..., U, W, Up—1, ..., Vit1,U)
ein Hamiltonischer Zyklus in H ist. Da wir wissen, dass H nicht Ha-
miltonisch ist, existiert eine der Kanten uv;4; oder wv; nicht.

(c) GeméB der vorherigen Frage: ( die Gesamtzahl der Kanten der Form
uy; fiir i € 3,...,n — 1) + ( die Gesamtzahl der Kanten der Form
wviq fiir i € 2,...,n —2) ist hochstens #{2,...,n — 2} = n —
3. Unter Beriicksichtigung der Kanten uv; und wv,_; (und unter
Beriicksichtigung, dass es keine Kante zwischen u und w gibt), erhal-
ten wir d(u) 4+ d(w) <n — 1.
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4. Da wir Kanten in G hinzugefiigt haben, um H zu erhalten, ist der Grad
dg(v) eines Knotens v in G kleiner als sein Grad dy (v) in H, d.h. dg(v) <
dy (v). GeméiB der vorherigen Frage existieren zwei nicht benachbarte Kno-
ten w und w in H (was impliziert, dass sie auch nicht benachbart in G
sind), so dass dg(u) + dg(w) < n — 1. Folglich gilt dg(u) + dg(w) <
dp(u) + dg(w) < n — 1. Dies beweist, dass Ores Theorem gilt, da dies
seine Kontraposition ist.

Aufgabe 4 [Chinesisches Postmannproblem)]

1. In einer US-Stadt haben alle Knoten einen Grad von 4 (weil genau 4 Stra-
Ben an einem Kreuzungspunkt zusammentreffen, da sie sich im 90°-Winkel
treffen). Somit haben alle Knoten des Graphen einen geraden Grad, was
impliziert, dass es einen Eulerkreis gibt (siehe Vorlesung): Wenn der Post-
bote diesem Eulerkreis folgt, kann er die Post in allen Straflen zustellen,
ohne zweimal durch dieselbe Strafle zu gehen.

2. Geméaf dem Satz aus der Vorlesung gibt es in der Stadt Osnabriick einen
Eulerpfad, der bei u beginnt und bei v endet. Dariiber hinaus existiert nach
Definition ein Pfad P der Linge d von u nach v. Wenn der Postbote dem
Eulerpfad folgt und dann dem Pfad P, wird er jede Strale besuchen und
dann zu seinem Ausgangspunkt zuriickkehren, indem er genau d Strafien
ein zweites Mal besucht. Also ist die minimale Anzahl von Strafien, die er
zweimal besuchen muss, héchstens d.

3. (a) In dem Pfad, dem der Postbote folgt, verldsst er jedes Mal einen
Knoten w, wenn er diesen betritt. Daher ist die Anzahl der Male, die
der Postbote durch eine Strafle geht, die an den Knoten w angrenzt,
gerade. Diese Anzahl ist d(w) 4 d’'(w), die Summe des Grades von w
in G und seines Grades in G’. Daher ist bis auf « und v der Grad
aller Knoten von G’ gerade (weil er auch gerade in G ist).

(b) GemaiB der Gradformel: 2|E| =) _ d(v) fiir einen zusammenhéngenden
Graphen G = (V, E). Folglich ist die Anzahl der Knoten ungeraden
Grades in einem zusammenhéngenden Graphen (oder in jeder zu-
sammenhingenden Komponente eines Graphen) gerade. Da u und
v die einzigen Knoten von G’ sind, kénnen sie nicht in verschiede-
nen zusammenhingenden Komponenten sein (sonst hétte jede ihrer
zusammenhéngenden Komponenten genau 1 Knoten ungeraden Gra-
des, und 1 ist nicht gerade!).

(¢) Da u und v in derselben zusammenhingenden Komponente von G’
sind, gibt es einen Pfad, der sie verbindet. Die Lange dieses Pfades ist
> d, weil es auch ein Pfad in G ist (insbesondere ist er linger als der
kiirzeste Pfad zwischen v und v in G). Daher ist die Anzahl der Kan-
ten von G’ grofer als d, d.h. |E’| > d. Schliellich kann der Postbote
alle Briefe zustellen, indem er genau d Kanten zweimal verwendet,
und was auch immer er tut, er kann nicht weniger verwenden.
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Abbildung 12: Hamiltonian cycle fiir Turm, Kénig und Dame.

Hinweis: Wenn Thre Lieblingsstadt mehr als 2 Knoten ungeraden Grades
hat, muss man alle moglichen Kanten zwischen den Knoten ungeraden Grades
betrachten und fiir jede berechnen, wie viele Kanten wiederholt werden miissen,
wenn der Postbote zwischen den entsprechenden Knoten geht.

Aufgabe 5 [Bonus — Schach spielen]

Diese Fragen drehen sich darum, einen Hamiltonkreis auf bestimmten Gra-
phen zu finden. Der Graph, der einem Schachspielstiick zugeordnet ist, hat als
Knoten die Felder des Schachbretts und Kanten zwischen den Feldern, die das
Stiick erreichen kann, ohne iiber ein anderes Feld zu gehen.

Beginnen wir mit dem Einfachsten: Der Laufer kann es nicht schaffen, wegen
der Ecken (die Isthmen des Graphen der Felder, die er erreichen kann).

Der Turm, die Dame und der Konig kénnen es schaffen, weil ihr Graph ein
Gitter enthiilt, siehe Figure 12.

Der Springer kann es auf einem 5 x 5 Schachbrett nicht schaffen. Bei je-
dem Zug &andert sich die Farbe des Feldes, auf dem sich der Springer befindet.
Folglich, wenn der Springer auf einem weiflen Feld startet, wird er nach ei-
ner ungeraden Anzahl von Ziigen auf einem schwarzen Feld landen. Es gibt 25
Felder zu durchlaufen, also 25 Ziige zu machen: Ein Springer kann nicht auf
demselben Feld enden, auf dem er gestartet ist, weil seine Start- und Endfelder
unterschiedliche Farben haben.

Der Springer kann es jedoch auf einem 8 x 8 Schachbrett schaffen, und auch
auf vielen anderen Schachbrettern, siehe https://en.wikipedia.org/wiki/Knight%27s_tour.

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)
Entfernt man die Kante 3—4, so erhélt man einen Graphen mit weniger Kanten,
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der weiterhin keinen Hamiltonkreis besitzt (da der Knoten 6 nun Grad 1 hat),
und es gilt weiterhin deg(2) + deg(5) = 6.

Dieser neue Graph hat 6 Kanten, was tatséichlich minimal ist: Da deg(u) +
deg(v) > n gefordert ist und u und v nicht adjazent sind, gibt es mindestens
deg(u) + deg(v) Kanten (also in unserem Fall mindestens 6).

Aufgabe 7 [Wer ist Hamiltonisch?]
Petersen | Herschel | Pappus | Diirer
Hamiltonisch X X
Hamiltonischer Pfad
Eulerisch X X X X
Eulerischer Pfad X X X X

Fiir (Pfad-) Eulerisch: Jeder Graph hat mehr als 3 Knoten ungeraden Gra-
des.
Fiir Hamiltonisch: Schauen Sie auf die Wikipedia-Seite jedes Graphen.

Aufgabe 8 [Eulerisch vs. Hamiltonisch]

1. Nehmen Sie zwei Dreiecke, die an einem gemeinsamen Knoten verklebt
sind (5 Knoten, 6 Kanten): Es ist Eulerisch, aber nicht Hamiltonisch.

2. Sie haben 2 Beispiele in der vorherigen Aufgabe.

3. Nehmen Sie drei Dreiecke K3 auf {1,2,3}, auf {a,b,c} und auf {z,y, 2z}
und fiigen Sie zwei Kanten 1-a und a—z hinzu (9 Eckpunkte, 11 Kanten):
Es handelt sich um einen eulerschen Pfad, aber nicht um einen hamilton-
schen Pfad.

4. Sie haben 4 Beispiele in der vorherigen Aufgabe.
5. Unmoglich, siehe die Vorlesungsunterlagen.

6. Nehmen Sie G = P,, einen Pfad mit n Knoten: Er hat n — 1 Briicken und
dennoch einen Hamiltonischen Pfad (den Pfad selbst).

Aufgabe 9 [Liniengraph)]

1. Nehmen Sie G = P5, den Pfad auf 3 Knoten. Er hat 2 Kanten, und L(P3)
hat 2 Knoten und 1 Kante, daher hat L(L(Ps)) 1 Knoten und keine Kante.
Folglich gilt P # L(L(Ps)). Fiir G = K3 haben wir L(K3) = Kj.

2. Nach Definition ist ein Fulerkreis in G ein Kreis, der genau einmal durch
jede Kante von G fithrt (und zum ersten Anfang zuriickkehrt), so dass
aufeinanderfolgende Kanten einen Knoten gemeinsam haben. Daher ent-
spricht das Folgen eines Eulerkreises dem Folgen eines Kreises im Linien-
graphen L(G), der durch jede Kante von G fiihrt, also durch jeden Knoten
von L(G) genau einmal.
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3. eyy ist genau dann benachbart zu den Kanten der Form ey, fiir w ein
Nachbar von u in G (mit w # v), und zu ey, fiir w ein Nachbar von v
in G (mit w # u). Daher gilt drg)(ew) = (da(u) — 1) + (dg(v) — 1) =
de(u) + dg(v) — 2.

4. Wenn G Eulerisch ist, dann ist dg(u) fiir jeden Knoten u von G gerade.
Daher ist dr,(g)(euw) = dg(u) + dg(v) — 2 fiir alle uv € E gerade. Somit
ist L(G) Eulerisch, da alle seine Knoten gerade Grad haben.

5. Ki 3, der Stern mit 1 Knoten in der Mitte, der mit anderen 3 Knoten
verbunden ist, ist weder Eulerisch noch Hamiltonisch. L(K; 3) = K3 ist
der vollstdndige Graph auf 3 Knoten: Er ist sowohl Eulerisch als auch
Hamiltonisch.
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Universitat Osnabriick Martina Junhke

Institut fir Mathematik Germain Poullot
Tarek Emmerich

Diskrete Mathematik — Sommersemester 2025
Ubungsblatt 5

Bei jeder Aufgabe konnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann
bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Aufgabe 1 [2-Zusammenhang]
Sei G = (V, E) ein minimal 2-zusammenhéingender Graph, d.h. G ist 2-zusammenhiingend
und fiir jede Kante e € E ist G\ e = (V, E'\ {e}) nicht 2-zusammenhéngend.
1. Zeigen Sie, dass in einem 2-zusammenhéngenden Graphen jede Kante in
einem Kreis enthalten ist.
2. Zeigen Sie, dass ein minimal 2-zusammenhéngender Graph G einen Kno-
ten vom Grad 2 hat.
3. Zeigen Sie, dass jeder 2-zusammenhéngende Teilgraph H eines minimal 2-
zusammenhdngenden Graphen G ebenfalls minimal 2-zusammenhéngend
ist.

Aufgabe 2 [Kanten- und Knotenzusammenhang]
Erinnerung: Ein Graph G = (V, E) heifit {-kantenzusammenhéngend, falls

° |V| > 1,

e G\ F ist zusammenhéngend fiir alle F' C E mit |F| < £.
Es bezeichne A\(G) = max{¢ : G ist {-kantenzusammenhéngend} die Kantenzu-
sammenhangszahl von G.

1. Zeigen Sie, dass K(G) S )\(G) (Hinweis: Ein moglicher Ansatz besteht darin, Induk-

tion auf A(G) anzuwenden.)
2. Finden Sie einen Graphen mit x(G) < A(G) < A(G). (Erinnerung: A(G) ist

das Maximum der Grade der Knoten von G.)

Aufgabe 3 [Graph toughness]
Fiir festes ¢t heifit ein Graph G t-tough, falls er, fiir jedes k& > 1, durch das
Entfernen von unbedingt weniger als tk Knoten nicht in k Zusammenhangs-
komponenten zerfillt. Die Toughness 7(G) eines Graphen G ist das Maximum
(oder genauer gesagt das Supremum) von ¢, fiir das G t-tough ist!.

1. Was ist die Toughness des Pfades P,7

2. Was ist die Toughness des Kreises C,,?

3. Zeigen Sie, dass wenn G nicht der vollstindige Graph ist, dann 7(G) <

A(G).

IToughness = Zihigkeit
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4. Zeigen Sie, dass wenn ein aufspannender Teilgraph H von G t-tough ist,
dann ist auch G t-tough. Folgern Sie, dass 7(G) > maxy 7(H ), wobei das
Maximum {iber alle aufspannenden Teilgraphen H von G genommen wird.
Finden Sie ein Beispiel, bei dem 7(G) # maxy 7(H).

5. Zeigen Sie, dass wenn G Hamiltonsch ist, dann ist G 1-tough.

6. Zeigen Sie, dass wenn G t-tough ist, dann ist G auch 2¢-knoten-konnektiv.

Aufgabe 4 [Blécke und Schnittpunkte]
Ein Schnittpunkt in einem zusammenhéngenden Graphen G ist ein Knoten v,
dessen Entfernung G trennt. Ein Block in einem zusammenhéngenden Graphen
G ist ein maximaler induzierter Teilgraph von G (mit mindestens 2 Knoten), der
keinen Schnittpunkt enthélt (B kann einen Schnittpunkt von G enthalten). Erin-
nerung: Ein induzierter Teilgraph eines Graphen G = (V, E) ist ein Graph mit dem Knotenmenge
X C V und Kanten, die alle Kanten zwischen den Knoten von G enthalten, die in X liegen.

1. Zeigen Sie, dass ein Block entweder 2-zusammenhéngend ist oder eine
Kante ist.

2. Seien By, ..., B,, die Blocke von G mit F,..., E,, ihre Kanten. Zeigen
Sie, dass F = F1U...UE,,. Erinnerung: AUB ist die disjunkte Vereinigung, das heift
AUB mit AN B = 0.

3. Wenn G zusammenhéngend ist, zeigen Sie, dass v ein Schnittpunkt von G
ist, genau dann, wenn v zu (mindestens) zwei Blocken von G gehort.

4. Fiir einen Graphen G mit Schnittpunkten ¢y, ..., ¢, und Blocken By, ..., B,
ist der Block-Schnittpunkt-Graph von G der Graph BC(G) mit der Kno-
tenmenge {c1,...,¢ }U{B,..., By} und Kanten ¢;B; genau dann, wenn
¢; € Bj. Zeigen Sie, dass BC(G) ein Baum ist, wenn G zusammenhéngend
ist.

Aufgabe 5 [Bonus — Menger-Theorem auf einem unendlichen Graphen]
Waéhrend eines regnerischen Nachmittags, auf der Suche nach einer iiberraschenden
Ubung zum Menger-Theorem, 6ffnen Sie ein Mathematik-Lehrbuch und sehen
Figure 13.

In ' = (V, E) zeigen Sie, dass fiir alle endlichen X C V ein Pfad von
a € A nach b € B existiert, der keinen Knoten in X enth#lt. Zeigen Sie, dass
es unmoglich ist, unendlich viele disjunkte Pfade zu finden, die in A beginnen
und in B enden. Kommentieren Sie diese Tatsache in Bezug auf das Menger-
Theorem.

Abgabe: 28.05.2025 vor 23:59
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Abbildung 13: Eine iiberraschende Figur aus einem imaginiren Mathematik-
Lehrbuch.
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Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)
ChatGPT hat mir das gesagt (es ist ein echtes Copy-Paste aus der kostenlosen
Version von ChatGPT):

“Sei G, der n x n Gittergraph. Dieser besitzt n? Knoten und ist fiir alle
n > 3 2-zusammenhingend. Wir interessieren uns fiir die Anzahl ungeordne-
ter Knotenpaare {u,v}, deren Entfernung den Graphen unzusammenhéngend
macht.

Wichtige Beobachtungen:

e Da G, ,, 2-zusammenhéngend ist, fithrt das Entfernen eines einzelnen Kno-
tens nie zur Trennung des Graphen.

e Bestimmte Knotenpaare hingegen trennen den Graphen. Solche Paare
nennt man 2-Knotentrenner.

2
e Die Gesamtanzahl ungeordneter Knotenpaare betrigt (”2 ), aber nur ein
kleiner Bruchteil davon sind 2-Knotentrenner.

Fazit: Es ist keine einfache Formel fiir die Anzahl der 2-Knotentrenner in
G, n bekannt. Fiir n > 3 existieren solche Paare jedoch stets, und ihre Anzahl
wichst mit n, vermutlich in der GréSenordnung von ©(n?). Dies bleibt ein
schwieriges Zahlproblem in der Graphentheorie und kann fiir kleine n explizit
durch vollstéandige Suche bestimmt werden. ”

Das is falsch, erkladren Sie mir, warum.

Aufgabe 7 [Knoten- und Kantenzusammenhang)
Bestimmen Sie den Knotenzusammenhang und den Kantenzusammenhang von:
1. dem Pfad P,
2. dem Zyklus C,
3. dem vollstdndigen bipartiten Graphen K, ,, mit n <m
4. dem Hyperwiirfel Q, mit n > 1

Aufgabe 8 [Einige Eigenschaften, die auf Zusammenhang hindeuten]

(n71)2(n72) +1

1. Zeigen Sie, dass ein Graph mit n Knoten, der mindestens
Kanten hat, zusammenhéangend ist.

2. Sei G = (V, E) ein Graph mit genau zwei Knoten ungeraden Grades u
und v. Zeigen Sie, dass G’ = (V, EU{uv}) genau dann zusammenhéngend
ist, wenn G zusammenhéingend ist.

3. Seid; <ds <---<d, die Gradfolge von G. Zeigen Sie, dass wenn dy, > k
und k < n —d, — 1 fiir alle k gilt, dann ist G zusammenhéangend.

4. Fiir ein festes n finden Sie das kleinste k, sodass Folgendes gilt: ”Fiir jeden
Graphen G mit n Knoten, wenn G m-reguldr ist mit m > k, dann ist G
zusammenhangend.”.
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5. Zeigen Sie, dass das Komplement eines unzusammenhéngenden Graphen
zusammenhédngend ist. Zeigen Sie, dass das Umgekehrte falsch ist. das Kom-
plement eines Graphen G ist der Graph G auf derselben Knotenmenge, wobei uv eine Kante

von G ist, genau dann wenn uv keine Kante von G ist.

Aufgabe 9 [Aufteilung der Kantenverbindung]
Sei G = (V, E) ein Graph mit Kantenverbindung A(G) = k > 1. Zeigen Sie, dass
es X,Y C V gibt, sodass XY =V und es genau k Kanten gibt, von denen ein
Endpunkt in X und der andere Endpunkt in Y liegt.

Aufgabe 10 [Zusammenhang und Zyklen]

1. Zeigen Sie, dass wenn G k-zusammenhéngend mit mindestens 2k Knoten
ist, dann enthélt G einen Zyklus von mindestens der Lénge 2k.

2. Zeigen Sie, dass wenn G k-zusammenhéngend ist, dann liegen alle £ Kno-
ten von G auf einem Zyklus (dieser Zyklus hat nicht unbedingt die Léinge

Aufgabe 11 [3-Zusammenhang]
Zeigen Sie, dass jede Kante eines 3-zusammenhéngenden Graphen auf einem
nicht trennenden induzierten Zyklus liegt. Ein Zyklus C eines Graphen @ ist induziert,
wenn es in G keine Kante zwischen seinen Knoten gibt, aufler der Kante von C. Ein Zyklus ist nicht

trennend, wenn G\C zusammenhingend ist.

Aufgabe 12 [Loschung und Kontraktion]
Wenn G k-zusammenhéngend ist und uv eine Kante von G ist, zeigen Sie, dass
G /uv genau dann k-zusammenhéngend ist, wenn G\uv (k—1)-zusammenhéngend
ist. Fiir G = (V, E), erinnern Sie sich daran, dass G\uv = (V, E\{uv}) ist, und G/uv der Graph
ist, der sich ergibt, indem die Knoten u und v von G zu einem einzigen Knoten zusammengefiihrt

werden (der mit den Nachbarn von v und den Nachbarn von v verbunden ist).
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Discrete Mathematics — Loesungblatt 5

Aufgabe 1 [2-Zusammenhang)

1. Direkte Anwendung der Definition.

2. Nach Satz 7.3 erhalten wir G aus einem Kreis durch Hinzufiigen von Wegen
zwischen zwei bereits existierenden Knoten. Ist G ein Kreis, so hat jeder
Knoten auf diesem geraden Grad. Ansonsten betrachten wir den letzen
Weg, der in der Konstruktion von G hinzugefiigt wird. Besitzt dieser die
Lange mindestens 2, so existiert wieder ein Knoten vom Grad 2. Falls
nicht, so wurde als letztes eine Kante hinzugefiigt, deren Entfernung nach
Konstruktion in einem 2-zusammenhéingenden Graphen resultiert. Dann
kann G aber nicht minimal 2-zusammenhéngend gewesen sein.

3. Sei H ein 2-zusammenhingender Teilgraph von G. Angenommen H ist
nicht minimal. Dann existiert eine Kante uv € E(H), sodass H \ {uv} =
(V(H),E(H) \ {uv}) 2-zusammenhiingend ist. Nach Voraussetzung an G
existiert aber auch ein Knoten w, sodass G’ = G \ {uv} \ {w} nicht
zusammenhéngend ist. Andererseits ist H' = H \ {uwv} \ {w} aber 2-
zusammenhingend und damit muss H’ in einer Zusammenhangskompo-
nente C' von G’ enthalten sein. Entsprechend ist H Teilgraph von Gy (cyufw)
und insbesondere gilt u,v € V(C) U {w}. Dann folgt aber, dass G \ {w}
nicht zusammenhéingend ist.

Aufgabe 2 [Kanten- und Knotenzusammenhang)

e Falls A(G) = 0, dann ist G nicht zusammenhéngend. Es folgt x(G) = 0.

e Falls A\(G) = 1, dann existiert eine Kante uv sodass G \ e nicht zusam-
menhéngend ist. Falls |[V]| = 2, so ist G =2 K3 und k(K3) = A(K2) = 1.
Sonst ist G\ v (und G \ w) nich zusammehingend, und es gilt x(G) = 1.

e Falls A(G) = |[V|—1 dann ist der Minimalgrad von G auch |V|—1 (Beweis:
Angenommen es existiert v mit d(v) < |V| — 1. Dann G \ N ist nicht
zusammenhiingend, wobei N =e € E : v € e). Ein Graph G = (V, E) mit
Minimalgrad |V'| — 1 ist isomorph zu Ky, und x(Ky|) = [V| - 1.

e Angenommen 1 < A= AG) < |V|—1und G\ {e;...ex} ist nicht zusam-
menhéngend. Sei G; = G\ ey. Es gilt A(G1) = A — 1. Nach Induktionvor-
aussetzung k(G1) < A(G1). Deswegen es existieren Knoten vy, ..., v; mit
j < A—1, sodass Go = G1 \ {v1...v;} nicht zusammenhéngend ist. Da
[V| > A+ 1> 2, hat G mindestens drei Knoten. Sei e, = uv.

— Falls u,v € V(G3) und G2 Uey, zusammenhéngend ist, dann ist (G2 U
ex) \u = G\ {v1...vj,u} nicht zusammenhéngend. Es folgt, dass
K(G) <j+1<A
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— Falls u,v € V(G3) und G2 Uey, nicht zusammenhéngend ist, dann ist
G\ {v1...v;} nicht zusammenhéngend. Es folgt, dass x(G) < j <
A—1< A

— Falls u ¢ V(G2) (oder w ¢ V(G2)), dann G = G\ {v1...v;}. Da
G2 nicht zusammenhingend ist, es folgt dass k(G) <j < A-1< A\

Aufgabe 3 [Graphen-Z#higkeit]

1. Entfernt man einen Knoten, der kein Endpunkt im Pfad P, ist, so wird
der Pfad in zwei Zusammenhangskomponenten zerlegt, die selbst wieder
Pfade sind (und es entstehen zwei neue Endpunkte). Um den Pfad P, in
k Zusammenhangskomponenten zu zerlegen, muss man mindestens k — 1
Knoten entfernen (unter der Annahme n > 2k). Daher kann P, nicht in &k
verschiedene Zusammenhangskomponenten durch Entfernen von weniger
als k£ — 1 Knoten zerlegt werden: Wenn P,, t-zéh ist, dann gilt tk < k —1
fiir alle k > 2. Folglich ist 7(P,,) < % fiir alle k¥ > 2, und daraus ergibt
sich 7(P,) < 1. Man sieht auch, dass P, 3-zéh ist. Daher ist die Zahigkeit

des Pfades 7(P,) = 3.

2. Entfernt man einen beliebigen Knoten des Zyklus C,,, so bleibt genau ei-
ne Zusammenhangskomponente iibrig, ndmlich ein Pfad P,. Um C, in k
Zusammenhangskomponenten zu zerlegen, muss man mindestens k£ Kno-
ten entkfernen. Daher ist die Z&higkeit des Zyklus 7(C,,) = max{t ; Vk >
2,t< =1

3. Angenommen uv ¢ F, dann erzeugt das Entfernen aller Nachbarn von u
und v (insgesamt weniger als 2A(G) Knoten) mindestens £ > 2 Zusam-
menhangskomponenten (die Komponente von u, die von v, und eventuell
weitere). Folglich gilt: Wenn ¢ so ist, dass G nicht durch Entfernen von
weniger als tk Knoten in £ Zusammenhangskomponenten zerlegt werden
kann, dann folgt tx < 2A(G); das bedeutet 7(G) < A(G) (mit k > 2).

4. Ist H ein spannender Teilgraph von G und X C V, so hat H\ X mindestens
so viele Zusammenhangskomponenten wie G \ X (weil G alle Kanten von
H enthilt). Wenn H zudem t-zéh ist, dann gilt fiir jede Menge X C V mit
| X| < tk, dass H\ X weniger als k& Zusammenhangskomponenten hat, und
somit auch G\ X. Das bedeutet, dass G ebenfalls t-ziih ist. Da 7(G) das
Supremum aller ¢ ist, fiir die G t-zih ist, folgt sofort 7(G) > 7(H) fiir jeden
spannenden Teilgraphen H von G. Das Maximum ergibt sich daraus. Fiir
den vollsténdigen Graphen gilt 7(K,,) = 400 (denn K, kann fiir kein ¢ > 0
durch Entfernen von tk Knoten in k Zusammenhangskomponenten zerlegt
werden), und jeder spannende Teilgraph davon hat endliche Zihigkeit,
daher gilt 7(G) # maxy spannend T(H).

5. Wenn G hamiltonsch ist, besitzt es einen Hamiltonkreis, also ist C,, ein
spannender Teilgraph von G. Da C,, 1-zéh ist, ist auch G 1-zéah.
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6. Wenn G t-zéh ist, dann gilt fiir & = 2, dass G nicht durch Entfernen
von 2¢ Knoten in zwei Zusammenhangskomponenten (d.h. in einen nicht
zusammenhéngenden Graphen) zerlegt werden kann. Somit ist G 2t-fach
knotenzusammenhéngend per Definition.

Aufgabe 4 [Blécke und Schnittpunkte]

1. Kanten und 2-zusammenhéngende Graphen enthalten keinen Schnittpunkt.
Umgekehrt, wenn G keinen Schnittpunkt enthélt, dann seien u und v Kno-
ten eines Blocks B von G. Wenn B keine Kante ist, dann kann es nur durch
das Entfernen von > 2 Knoten getrennt werden, da es keine Schnittpunkte
hat: B ist 2-zusammenhéngend. Fiir das Folgende nehmen wir die Kon-
vention an, dass eine Kante 2-zusammenhéngend ist.

2. Fixiere uwv € F und betrachte die grofite Menge X C V, sodass u € X,
v € X und B := G|x (der durch X induzierte Teilgraph von G) 2-
zusammenhédngend ist. Einerseits ist uv eine Kante von B. Andererseits
enthélt B keinen Schnittpunkt (weil er 2-zusammenhéngend ist), und jede
Y mit X C Y fithrt dazu, dass G |y einen Schnittpunkt enthélt (aufgrund
der Maximalitit von X). Daher ist B ein Block von G. Wir haben gezeigt,
dass ' = Fy U---U E,. Unm zu sehen, dass E; N E; = (0 ist, beachte
man, dass wenn B; und Bj; sich in (mindestens) einer Kante uv schneiden,
dann kann B; U B; nicht durch Entfernen eines Knotens getrennt werden
(weil es keinen Schnittpunkt in B;\{u, v} oder in B;\{u,v} gibt, und das
Entfernen von v oder v die Konnektivitdt von B; U B; nicht unterbricht,
da der andere Knoten die Konnektivitét sicherstellt). Dies impliziert, dass
jede Kante in einem eindeutigen, wohldefinierten Block liegt.

3. Wenn v zu zwei Blocken B und B’ gehort, dann, wenn v kein Schnittpunkt
von G ist, impliziert dies, dass B U B’ keinen Schnittpunkt enthélt und
daher 2-zusammenhingend ist: Dies wiirde der Maximalitdt von B und
B’ widersprechen. Also ist v ein Schnittpunkt. Umgekehrt, wenn v ein
Schnittpunkt von G ist, nehmen wir an, dass alle seine Nachbarn im selben
Block B sind. Dann ist B\v verbunden, daher kénnen alle Nachbarn von v
paarweise durch Pfade verbunden werden, die v vermeiden. Das Entfernen
von v in G trennt den Graphen nicht. Dieser Widerspruch zeigt, dass v
mindestens zu zwei Blocken gehort.

4. Wenn G zusammenhingend ist, dann ist auch BC(G) zusammenhéngend,
da die Konstruktion von BC(G) darauf hinauslduft, jeden Block durch
einen Knoten zu ersetzen, der mit allen Schnittpunkten verbunden ist, die
dieser Block enthilt, was die Konnektivitdt von G nicht beeintréchtigt.
Nehmen Sie einen zusammenhéngenden Teilgraphen von BC(G), der die
Blocke Bi,..., B, umfasst, und sei X = |J, B;. Dann ist G |x zusam-
menhéngend, da jeder G |p, zusammenhingend ist, und wenn B;c und
By Kanten von BC(G) sind, dann ist G |g,up, zusammenhéngend (weil
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sich G|p, und G ’ B, in ¢ schneiden). Angenommen, BC(G) hat einen
Zyklus, und sei B die Vereinigung der Blocke in diesem Zyklus, und sei
v € B. Wir zeigen, dass B\v verbunden ist. Wenn v kein Schnittpunkt
ist, dann ist v in einem Block und trennt die Schnittpunkte dieses Blocks
nicht, daher ist B\v verbunden. Wenn v ein Schnittpunkt ist, dann wird
der Block-Schnittpunkt-Graph von B\v aus BC(B) durch Entfernen von
v erhalten, daher ist er zusammenhéngend, und daher ist auch B\v zu-
sammenh#ngend. Folglich ist BC(G) ein Baum (ein zusammenhéngender
Graph ohne Zyklus).

Aufgabe 5 [Bonus — Menger-Theorem auf einem unendlichen Graphen)|
Der Graph I' s, hat unendlich viele Knoten und unendlich viele Kanten. Beachte
jedoch, dass jeder Knoten endlich viele Kanten hat. Lassen Sie uns die Knoten
in A von rechts nach links als ay, as, a3, ... und die Knoten in B von links nach
rechts als by, bo, bs, ... aufzdhlen. Fiir jedes n betrachten wir den Pfad P, von a,,
nach b,,, der durch das Folgen von 3 Linienabschnitten definiert ist: Der vertikale
Abschnitt beginnt bei a,,, geht vertikal nach unten (zum einzigen Nachbarn von
an), dann horizontal nach rechts, bis er sich auf der Hohe von b, befindet,
und dann vertikal nach unten zu b,. Jeder Knoten von I', gehort zu endlich
vielen Pfaden P,. Daher gibt es fiir jede endliche Teilmenge X C V einen
Pfad P, der alle Knoten in X vermeidet: Keine endliche Teilmenge von Knoten
X trennt A von B. Auf der anderen Seite betrachten wir eine Kollektion von
disjunkten Pfaden (Q;); von A nach B. Beachten Sie, dass (); nicht unbedingt
die oben beschriebene Form von P, hat. Sei b der am weitesten links liegende
Endpunkt eines bestimmten ); in B und a € A der andere Endpunkt von
Q@;. Angenommen, es gibt einen Pfad @);, dessen Endpunkt in A links von a
liegt. Durch die Konstruktion von b liegt der Endpunkt von Q; in B rechts
von b: Das bedeutet, dass @; sich mit @); schneidet, sodass sie nicht disjunkt
sind. Daher ist a der am weitesten links liegende Endpunkt unter allen Q;, was
bedeutet, dass es endlich viele verschiedene @, gibt (hochstens k, sodass a = ay,).
Mengers Satz garantiert, dass in einem endlichen Graphen G die Anzahl der
disjunkten Pfade zwischen zwei Knoten v und v gleich der Anzahl der Knoten
ist, die man entfernen muss, um u von v zu trennen. Dies funktioniert auch,
wenn man Teilmengen der Knoten betrachtet: Fiir A, B C V ist die Anzahl der
disjunkten Pfade mit einem Endpunkt in A und einem in B gleich der Anzahl
der Punkte, die entfernt werden miissen, um A von B zu trennen. Wir haben
gerade gesehen, dass diese Eigenschaft in unendlichen Graphen nicht gilt, da
I'o ein Gegenbeispiel ist.

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)
Aufgrund der Eigenschaften des Gittergraphen besteht die einzige Moglichkeit,
Gy, durch Entfernen genau zweier Knoten zu trennen, darin, eine Ecke v von
G auszuwéhlen (d. h. einen Knoten mit genau 2 Nachbarn) und seine 2 Nach-
barn zu entfernen. Da G, ,, 4 Ecken hat, gibt es genau 4 Méglichkeiten, G,, ,,
durch Entfernen zweier Eckpunkte zu trennen. ChatGPT hat gesagt, es gebe
O(n): Das ist vélliger Schwachsinn.
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Diskrete Mathematik — Sommersemester 2025

Ubungsblatt 6

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann
bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Aufgabe 1 [Satz von Kuratowski]

1. Welche der Herschel-, Diirer- und Petersen-Graphen sind planar, und
warum? (Hinweis: Betrachten Sie das Entfernen der gestrichelten Kanten im Petersen-
Graphen.)

2. Entscheiden Sie fiir welche m,n > 0 die folgenden Graphen planar sind:

(a) vollstindiger Graph K,
(b) vollstédndiger bipartiter Graph K, ,
(¢) Hyperwiirfelgraph @,

3. Sei G = (V, E) ein minimal nicht-planarer Graph. Existiert eine Kante
e € F, sodass G \ e maximal planar ist? Minimal nicht-planar: fir alle e € E ist
G\ e planar. Mazimal planar: Fiir alle e ¢ E fithrt das Hinzufiigen von e zu G dazu, dass

es nicht planar ist.

A

Q
Herschel graph Diirer graph Petersen graph

Aufgabe 2 [Eulersche Formel]
Sei G ein planarer (zusammenhéngend) Graph mit Minimalgrad mindestens 3.
Seien v; die Anzahl der Knoten von G mit Grad i. Zeigen Sie, dass wenn G eine
Triangulierung ist, d.h., in einer planaren Zeichnung, jede Fliche von 3 Kanten
begrenzt ist, dann (mit ¢ als maximaler Grad):

3uz + 2v4 +v5 =v7 + 203+ 3vg + -+ (0 — 6)vs + 12
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Aufgabe 3 [Triangulierungen)
Erinnern Sie sich daran, dass eine Triangulierung ein planarer (zusammenhéngend)
Graph ist, so dass alle Regionen von 3 Kanten begrenzt sind.
1. Zeigen Sie, dass |V| gerade ist, genau dann wenn |E| gerade ist, fiir eine
Triangulierung 7' = (V, E).
2. Wie viele Knoten hat eine Triangulierung mit 42 Kanten (begriinden Sie
Thre Antwort)?

Aufgabe 4 [Planare Zeichnungen)|
Sei G ein planarer (zusammenhiingend) Graph mit n Knoten, dessen Regionen
hochstens von 4 Kanten begrenzt sind. Dariiber hinaus gibt es keinen Knoten
vom Grad 1. Zeigen Sie:
1. Jede planare Zeichnung von G hat mindestens n — 2 und hochstens 2n — 4
Regionen.
2. Wann hat jede planare Zeichnung von G genau n — 2 Regionen, und wann
genau 2n — 47

Aufgabe 5 [Bonus — Eine Pizza teilen]
Du lddst ein paar Freunde zu dir nach Hause ein, und es ist jetzt Zeit, die
Pizza zu teilen. Deine Freunde sind sehr verschnlich, also wéren sie mit jedem
Teil der Pizza zufrieden (unabhiingig von der Grofie, Form oder ob es Kruste
enthélt). Mit deinem Messer besteht die einzige Moglichkeit darin, die Pizza zu
schneiden, indem du eine gerade Linie von einem Punkt des Randes zu einem
anderen Punkt des Randes ziehst.

Wie viele Schnitte brauchen Sie, um Sie und Ihre Freunde, d.h. 220 Leute,
zufrieden zu stellen?

Abgabe: 04.06.2025 vor 23:59
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Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)
ChatGPT hat mir das gesagt (es ist ein echtes Copy-Paste aus der kostenlosen
Version von ChatGPT):

“ Maximale Anzahl von Kanten in einem planaren bipartiten Gra-
phen

Sei G ein bipartiter planarer Graph mit n > 3 Knoten. Dann gilt:

B(G)| < 2n -4

Begriindung: Da G bipartit ist, besitzen alle Flidchen in einer planaren Ein-
bettung eine Linge von mindestens 4 (es gibt keine ungeraden Zykel). Mit der
Euler-Formel n — m + f = 2 und der Ungleichung 4f < 2m ergibt sich:

nfer%ZQ = m<2n—4

Beispiel: Der planare Gittergraph Py x Py hat n = k¢ Knoten und 2n — 2k —
20 + 2 Kanten. Fiir grofle k, £ néhert sich diese Zahl der Schranke 2n — 4. ”
Das is falsch, erkladren Sie mir, warum (das ist unauffillig).

Aufgabe 7 [Beschriankung des Grades von planaren Graphen]

1. Beweisen Sie, dass es keinen planaren Graphen mit 6 Knoten gibt, von
denen mindestens 3 Knoten Grad 5 haben.

2. Finden Sie die maximale Anzahl a von Kanten, die ein planarer Graph
mit 6 Knoten haben kann, und zeichnen Sie einen planaren Graphen mit
6 Knoten und a Kanten.

Aufgabe 8 [(FuBball-)Ball]
Ein Ball (fiir ein Fu3ballspiel) ist ein Polyeder, das aus Sechsecken und Fiinfecken
besteht. Wir nehmen an, dass der Graph eines 3-dimensionalen Polyeders immer
planar ist (der Graph G eines Polyeders ist der Graph, dessen Knoten die Ecken
des Polyeders sind und dessen Kanten die Kanten des Polyeders sind). Finden
Sie die Anzahl der Knoten, Kanten, Fiinfecke und Sechsecke, die ein Ball haben
kann.

Aufgabe 9 [Platonische Kérper]
Ein Platonischer Kérper ist ein 3-dimensionales (konvexes) Polyeder, dessen
Fldchen alles reguldre Polygone mit derselben Anzahl von Seiten sind und dessen
Ecken alle dieselbe Anzahl von benachbarten Kanten haben. Wir nehmen an,
dass der Graph eines Polyeders ein planarer Graph ist (der Graph G eines
Polyeders ist der Graph, dessen Knoten die Ecken des Polyeders sind und dessen
Kanten die Kanten des Polyeders sind). Zeigen Sie, dass es nur 5 Platonische
Korper gibt. Wer sind sie?
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Abbildung 14: Tutte Graph

Aufgabe 10 [Tutte Graph)]
1884 vermutete Peter Tait (dessen Wikipedia-Foto beeindruckend ist): “Jeder 3-
fach zusammenhiingende planare kubische Graph hat einen Hamiltonkreis (ent-
lang der Kanten) durch alle seine Knoten.” Zur Erinnerung: kubisch bedeutet,
dass jeder Knoten den Grad 3 hat. Sehen Sie sich den Graphen an, den William
Tutte 1946 in Figure 14 erstellt hat. Was meinen Sie dazu?
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Discrete Mathematics — Loesungblatt 6

Aufgabe 1 [Satz von Kuratowski]

1. Der Herschel-Graph ist offensichtlich planar (aus seiner Zeichnung ersicht-
lich). Der Diirer-Graph ist planar, siche Figure 15 (Links), nur 3 Knoten
wurden verschoben. Der Petersen-Graph ist nicht planar, da er eine Un-
terteilung von K3 3 enthilt, siche Figure 15 (Rechts).

Abbildung 15: Links: Planare Zeichnung des Diirer-Graphen, nur 3 Knoten wur-
den verschoben. Rechts: Unterteilung von K5 3 innerhalb des Petersen-Graphen,
beachten Sie, dass 4 Knoten entfernt wurden (und zwei Kanten geloscht).

2. e Fiir n < 4 ist K, planar. Fiir n > 5 enthélt K, einen Kj5-Teilgraph
und ist somit nach dem Satz von Kuratowski nicht planar.

o Ist n < 2, so kann K, ,, wie Figure 16 planar gezeichnet werden.
Analog ist K, ,,, fiir m < 2 planar. Sind m,n > 3, so enthalt K, ,,
einen K3 3-Teilgraph und ist somit nicht planar.

o Fiir n < 3 ist @, planar. In Q3 fehlt nur ein Pfad fiir eine K3 3-
Unterteilung (siche Figure 17a). Dieser existiert in Q4. Da Q, C
@Qn+1 fiir jedes n ist, folgt dass @, fiir n > 4 nicht planar ist.

3. Nein, denn:

Wir wissen aus der Vorlesung, dass K3 3 minimal nicht planar ist. Entfer-
nen wir eine Kante aus K3 3, kénnen wir eine andere Kante hinzufiigen
und erhalten einen planaren Graph (siehe Figure 17b, die geschlingelte
Kante ist die neu hinzugefiigte).
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Abbildung 16

Abbildung 17

Aufgabe 2 [Eulersche Formel]
Da G eine Triangulierung ist, enthélt jedes Gebiet 3 Kanten im Rand. Ande-
rerseits liegt aber auch jede Kante im Rand von genau 2 Gebieten. Doppeltes
Abzéhlen ergibt damit

3g=2|E|, dh. g=<-|E|

[SVR )

Desweiteren gilt

n = E (Y
=3

per Definition von v;. Die letzte Relation, die wir verwenden werden ist

A
20E[=) dv) =Y vii,
=3

veV

dh. |[E|=3- Zf:3 v; - 1. Insbesondere folgt aus (), dass



Setzen wir dies alles in die Euler-Formel ein, so ergibt sich
1 < 1 <
2:U3+"'+’UA_§';U1‘~i+§';vi'i

1 A
:v3++fUA_EZrU,LZ
=3

Durch Multiplikation mit 6 folgt

A

12=> (6 —i)v;,

=3

woraus nach einer leichten Umformung die Behauptung folgt.

Aufgabe 3 [Triangulierungen]

1. Sei F' die Menge der Gebiete in einer planaren Zeichnung. Wir zéhlen die
Elemente in M = {(e,f) : e€ E,f € F,e € f}. Da jedes Gebiet von
drei Kanten berandet wird, gilt |M| = 3|F|. Da jede Kante im Rand von
zwel Gebieten liegt, gilt |M| = 2|E|. Daraus folgt 2|E| = 3|F| und |F| ist
gerade. Mittels der Euler-Formel folgt, dass |V|— |E| = 2 — | F| gerade ist.
Damit ist |V] genau dann gerade (ungerade) wenn |E| gerade (ungerade)
ist.

2. Wir miissen das folgende Gleichungssystem lésen:

VI-|E|+|F| =2
2|E| = 3|F|.

Deswegen hat jede Triangulation mit 42 Kanten genau |V| =2+ |E|/3 =
2+ 14 = 16 Knoten.

Aufgabe 4 [Planare Zeichnunge]

1. Da es keine Knoten vom Grad 1 gibt, muss jede Kante in zwei Gebie-
ten liegen und jedes Gebiet hat mindestens 3 Kanten. Mittels doppeltem
Abzidhlen erhalten wir

2-|E| = Z [{X Gebiet : e liegt im Rand von X}
e€E
Z {e € E : e liegt im Rand von X}|
X Gebiet
< 4g( da jedes Gebiet maximal 4 Kanten besitzt)
> 3¢g( da jedes Gebiet mindestens 3 Kanten besitzt).
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Somit gilt 3g < 2|E| < 4¢g. Aus der Euler-Formel folgt |E| = n+ g — 2.
Setzen wir dies ein, so erhalten wir

39 < 2n+2g —4 < 4g,
woraus n — 2 < g < 2n — 4 folgt.

2. Gleichheit gilt genau dann wenn es sich bei den obigen Abschétzungen um
Gleichungen handelt, d.h. es muss 2|F| = 4¢ bzw. 2|E| = 3¢ gelten, was
widerum bedeutet, dass jedes Gebiet von 4 bzw. 3 Kanten berandet wird.

Aufgabe 5 [Bonus — Eine Pizza teilen]
Sei S die Anzahl der Stiicke. Wir betrachten den Graphen G (Figure 18), dessen
Knoten durch die Kreuzungspunkte von je 2 Schnitten und die Kreuzungspunkte
der Schnitte mit dem Rand gegeben sind. Die Kanten von G seien die dadurch
gegebene Unterteilung der Schnitte und des Rands.

Um die Anzahl der Stiicke zu maximieren, machen wir die Schnitte so, dass
sich jeder Schnitt mit jedem anderen schneidet, und dass sich keine drei Schnitte
am selben Punkt schneiden.

Da G ist ein planar Graph ist, gilt S = |F(G)| — 1= |E(Q)| — |[V(G)| + 1.

e Jeder Schnitt kreuzt den Rand zweimal, und je zwei Schnitte kreuzen sich.
Deswegen gilt [V(G)| = 2n + (3).

e Der Rand ist in 2n Kanten unterteilt. AuBerdem ist jeder Schnitt in n
Kanten unterteilt, weil auf jedem Schnitt genau n + 1 Knoten liegen. Des-
wegen gilt |[E(G)| =2n +n - n.

Nun folgt

S=|F(G)| -1=E@G)| = V(G)]+1

2
2
”>+1:”+er

=92 ‘n—=2n —
n+n-n n (2 5

Jetzt, wenn ich 219 Freunde habe (also 220 Personen zu ernéhren, einschlief3-

lich mir selbst), mochte ich das kleinste n finden, sodass % > 220, was
n = 21 ist. Das ergibt 232 Stiicke.

Viel Gliick beim Schneiden der Pizza (du wirst eine groe Pizza brauchen,
um nicht zu diinn geschnittene Stiicke zu haben)!

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)
Die Argumentation ist korrekt, aber das letzte Beispiel ist falsch. ChatGPT

kennt die Anzahl der Kanten eines Gittergraphen nicht (die iibrigens mit PP,
bezeichnet werden sollte): Die korrekte Kantenanzahl ist k¢ —k—¢ oder n—k—¢.
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Abbildung 18: A pizza.

Universitat Osnabriick Martina Junhke

Institut fiir Mathematik Germain Poullot
Tarek Emmerich

Diskrete Mathematik — Sommersemester 2025
Ubungsblatt 7
Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann

bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Aufgabe 1 [Farbungen von Graphen)]

1. Bestimmen Sie x(G) fiir:
(a) Pfadgraph G = P,

(b) Zyklus G = C,,.
(¢) Vollstéandiger Graph G = K,
(d) Vollstiandig bipartiter Graph G = K, 1,

2. Sei G = (V,E) ein Graph mit x(G) = k. Weiter sei f : V — [k] eine
Farbung von G. Zeigen Sie: Fiir alle {3, j} € ([g]) existiert eine Kante
wv € E mit f(u) =4 und f(v) = j.

3. Folgern Sie:
1 1
< = 2|E|+ -
X(G) < 5 +4/21B]+ 7

Aufgabe 2 [Chromatische Polynome]
Sei G = (V, E) ein Graph und e = uv € E. Wir definieren den Graph G/e wie
folgt: V(G/e) := (V \ {u,v}) U{a} und E(G/e) :={e € E:u,v ¢ e} U {aw :
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w # u,w # v,uw € Eorvw € E}. (Der Graph G/e ensteht aus G durch
kontrahieren der Kante e).
Sei Pg(k) die Anzahl der Fiarbungen von G mit k Farben.
1. Zeigen Sie, dass Pg(k) = Pe\e(k) — Pgje(k) fiir jedes k > 0 gilt.
2. Bestimmen Sie Pk _ (k) in Abhéngigkeit von k& und n.
(Hinweis: Benutzen Sie (i) und eine Indunktion iiber n.)
3. Zeigen Sie, dass die Funktion P : N — N, k — Pg(k) eine Polynomfunk-
tion in k vom Grad |V| ist.

Aufgabe 3 [AuBlerplanare Graphen]
Ein planarer Graph G = (V, E) heifit auflerplanar, falls er eine planare Zeich-
nung besitzt, bei der alle Knoten im Rand des unbeschréinkten Gebietes liegen.
Zeigen Sie:
1. Wenn G ein duflerer planarer Graph mit einem maximalen Grad von 2 ist,
dann ist G 3-farbbar.
2. Wenn G ein duflerer planarer Graph mit einem Knoten u von mindestens
Grad 3 ist, dann kann G in zwei kleinere duflere planare Graphen H; und
H aufgeteilt werden, so dass G = Hy U Hy und Hi N Hy eine Kante ist.
3. Jeder dufere planare Graph ist 3-firbbar.

Aufgabe 4 [Kanten-Fiarbungen]
Sei G = (V, E) ein Graph. Zeigen Sie:
1. Ist ¢ : E — [k] eine Kanten-Farbung von G, so ist jede Menge E; = {e €
E c(e) = Z} ein Matching von G. Eine Kanteneinfiarbung ist eine Einfarbung
der Kanten von G, sodass benachbarte Kanten unterschiedliche Farben erhalten.
2. Ist G r-reguldr und x'(G) = A(G), so besitzt G ein Matching, das V
iiberdeckt. Beachten Sie, dass X' (G) die minimale Anzahl von Farben ist, die benotigt

wird, damit eine Kanteneinfirbung existiert.

3. Ist G r-reguldr und |V| ungerade, so ist x'(G) = A(G) + 1.

Aufgabe 5 [Bonus — Ramseytheorie]
Du zeichnest einen vollstédndigen Graphen der Grofle n auf dein Papier, als
ein Freund vorbeikommt. Er schligt das folgende Spiel vor: Du farbst einige
Kanten rot, dann farbt er einige Kanten blau, dann firbst du wieder einige
Kanten rot, und so weiter. Der Verlierer ist die erste Person, die ein einfarbiges
Dreieck erstellt (d.h. drei paarweise benachbarte Kanten in derselben Farbe
firbt). Zeige, dass es moglich ist, dass niemand verliert, wenn n = 5, aber es
wird immer einen Verlierer geben, wenn n > 6.

Am néchsten Tag triffst du deine kleine Schwester, und du schligst dasselbe
Spiel vor. Sie ist schlau und verlangt, dass du verlierst, wenn du ein rotes Dreieck
erstellst, aber sie verliert nur, wenn sie ein blaues K4 erstellt. Welchen minimalen
Wert von n musst du wihlen, damit das Spiel einen Verlierer hat? Hinweis: Du
kannst beweisen (oder direkt verwenden), dass R(r,s) < R(r —1,s) + R(r,s — 1) wenn R(r — 1, s)
und R(r, s — 1) gerade sind, wobei R(r, s) das kleinste n ist, sodass entweder ein rotes K, oder ein

blaues K entsteht, wenn man die Kanten von K, in Rot und Blau fiarbt.

Abgabe: 11.06.2025 vor 23:59
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Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)
ChatGPT hat mir das gesagt (es ist ein echtes Copy-Paste aus der kostenlosen
Version von ChatGPT):

“ Anzahl der 3-fiarbbaren einfachen Graphen mit 5 Knoten

Es gibt (g) = 10 mogliche Kanten in einem einfachen Graphen mit 5 Knoten.
Daher ergibt sich die Gesamtanzahl der einfachen Graphen zu:

210 — 1024.

Um die Anzahl der 3-farbbaren Graphen zu bestimmen, subtrahieren wir
diejenigen mit chromatischer Zahl mindestens 4.
Fiir Graphen mit 5 Knoten gilt:

e Es gibt genau einen Graphen mit chromatischer Zahl 5, nédmlich den
vollstdndigen Graphen K.

e Es gibt 5 weitere Graphen (neben K5) mit chromatischer Zahl 4.

Somit gibt es insgesamt 6 Graphen mit chromatischer Zahl > 4.
Daher ergibt sich die Anzahl der 3-firbbaren Graphen zu: 1024 —6 = | 1018 |.

Das ist falsch, erklaren Sie mir, warum.

Aufgabe 7 [Hypercube Graph]
Beweisen Sie, dass fiir n > 1 der Hyperwiirfelgraph @,, 2-farbbar ist.

Aufgabe 8 [Petersen-Graph]
Fiir G, den Petersen-Graphen, berechnen Sie x(G).

Aufgabe 9 [Hadwiger—Nelson-Problem)]
Wir betrachten den folgenden unendlichen Graphen I': die Menge der Knoten
von I sind alle Punkte der Ebene R?; es gibt eine Kante pg, wenn die Punkte
p und ¢ genau 1 Einheit voneinander entfernt sind (euklidische Distanz). Das
Hadwiger—Nelson-Problem fragt nach der Berechnung von x(I').

1. Kacheln Sie die Ebene mit regelméfligen Sechsecken von Durchmesser 1—¢
mit € > 0 sehr klein. Zeigen Sie, dass man diese Sechsecke mit 7 Farben
fiarben kann, sodass x(I') < 7 gilt.

2. Zeigen Sie, dass der Golomb-Graph G (siehe unten) in der Ebene so ge-
zeichnet werden kann, dass benachbarte Knoten genau 1 Einheit vonein-
ander entfernt sind.

3. Zeigen Sie, dass x(G) = 4 und folgern Sie, dass x(I") > 4 ist.

4. N.B. Die aktuelle Forschung [Mai 2024] besagt, dass x(T') € {5,6, 7}, aber
der tatsichliche Wert ist unbekannt. Wenn Sie viel Zeit haben, l6sen Sie
dieses Problem!
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Golomb graph

Aufgabe 10 [Gierige Fiarbung und Intervallgraphen]
Sei G = (V, E) ein Graph mit V = {1,...,n}. Die gierige Firbung von G ist
die Farbung ¢ : V +— N mit

c(j) =min(N\{c(i) ; 1 <i<jundij € E}).

Die gierige chromatische Zahl x4(G) ist die Anzahl der Farben, die bei der
gierigen Farbung verwendet werden.

1.
2.

3.

Zeigen Sie, dass die gierige Féarbung eine (Knoten-)Férbung ist.

Zeigen Sie, dass zwei isomorphe Graphen nicht notwendigerweise die glei-
che gierige chromatische Zahl haben.

Zeigen Sie, dass fiir jeden Graphen G, der isomorph zum vollstdndigen
bipartiten Graphen K, ., ist, gilt: x4(G) = 2.

Sei G = (V,E) mit V ={1,...,2n} und

E:{{i,j}; 1§i§nundn+1§j§2n7j7ﬁi+n};
und sei G’ = (V, E’) mit

E' = {{i,j} ; i ungerade, j gerade, j # i+ 1}.
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Zeigen Sie, dass G und G’ isomorph sind, aber x4(G) = 2 wihrend
(@) = .

5. Fiir X C R sei range(X) = max(X) — min(X). Folgern Sie, dass es eine
Folge von Graphen G,, gibt, so dass

range(x4(H) ; H isomorph zu G,) — +oo fiir n — +o0.

6. Zeigen Sie, dass es fiir jeden Graphen G einen isomorphen Graphen H
gibt, so dass x4(H) = x(G).

Sei Z = (I, ...,I,) eine Menge von Intervallen in R. Der zugehérige Inter-
vallgraph Gz ist der Graph mit Knotenmenge Z und Kanten zwischen ; und
I;; genau dann, wenn I; N I, # 0.

1. Fir jedes I € 7 sei x; = min I. Berechnen Sie x,(H) fiir den Graphen

H, der durch die Sortierung der Intervalle nach zj entsteht (isomorph zu
G7).
2. Zeigen Sie, dass fiir diesen H gilt: x,(H) = x(G1).

Aufgabe 11 [Grundy-Zahl]
Sei G = (V, E) ein Graph mit V = {1,...,n}. Die gierige Firbung von G ist
definiert durch

c(j) =min(N\{c(é) ; 1 <i<jundij € E}).

Die gierige chromatische Zahl x4(G) ist die Anzahl der verwendeten Farben.
Die Grundy-Zahl ist definiert als

W(G) = max(x4(H) ; H isomorph zu G).

1. Berechnen Sie ¥(G) fiir den Pfad P,.

2. Berechnen Sie ¥(G) fiir den Kreis C,,.

3. Zeigen Sie, dass wenn G ein Dreieck enthilt (d.h. drei paarweise verbun-
dene Knoten) oder vier Knoten, deren Kanten einen Pfad bilden, dann
gilt: U(G) # x(G).

4. Folgern Sie, dass die vollstandigen bipartiten Graphen K, ,, die einzigen
zusammenhéngenden Graphen sind, fiir die U(G) = 2 gilt.

5. Ein Graph hei8t wohlgefirbt, wenn ¥(G) = x(G). Zeigen Sie, dass K322

(der Graph, der aus Kg durch Entfernen der Kanten 14, 25 und 36 ent-

steht) wohlgefirbt ist.

Zeigen Sie, dass jeder vollstdndig multipartite Graph wohlgeférbt ist.

7. Zeigen Sie, dass U(G) > k genau dann, wenn der Graph, der durch Hin-
zufiigen einer (k — 1)-Knoten-Klique zu G entsteht, wohlgeférbt ist.

S
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Discrete Mathematics — Loesungblatt 7

Aufgabe 1 [Farbungen von Graphen)]

1. (a) x(P,) =2 fiir n > 2, weil P, bipartit ist.

(b) x(Cy) = 2 wenn n gerade ist (weil dann C,, bipartit ist), und x(C,,) =
3 wenn n ungerade ist (weil das Entfernen eines Knotens zu einem
Pfad fiihrt, der 2-farbbar ist, und dann kénnen wir den letzten Kno-
ten mit einer dritten Farbe fiirben).

(¢) In K, sind alle Knoten miteinander verbunden. Daher ist x(K,,) = n.

(d) Die Knotenmenge von K,, , ist die disjunkte Vereinigung von zwei
Mengen A und B, in denen keine Knoten miteinander verbunden
sind. Wir kénnen die Knoten in A mit a und die Knoten in B mit b
farben. Daher ist x(Kp, n) = 2.

2. Sei f:V — C eine Fiarbung mit |C| =k und sei V; ={v € V : f(v) =i}.
Angenommen E N (V; x V;) = 0 (es gibt keine Kante uv mit f(u) = ¢ und
f(v) =j), mit i # j € C. Wir definieren f' : V — C\ {j} als

Fw) = i1 fallsvel; N
k fallsve Vi, k#j

Da EN(V; xV;) =0, ist f’ eine Féarbung von G mit |C'\ {j}| = k — 1.
Das ist ein Widerspruch zu x(G) = k.

3. Gemif Aufgabenteil (i) gibt es mindestens eine Kante fiir alle {4, j} € (g)
Es folgt |E| > (g) Es folgt:
k
<|E

k(k—1)
2
K —k—2/B|<0=

1 1
k<= — 4+ 2|F|.
_2+w4+\|

Aufgabe 2 [Chromatische Polynome]

<|El &

1. Wir stellen fest: jede Farbung mit k Farben von G entspricht einer Farbung
mit k Farben von G\ e. Andererseits gibt jede Farbung f : V(G \ e) — [k]
mit f(u) # f(v) eine Farbung von G.
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Des weiteren entspricht jede Farbung f: V(G \ e) — [k] mit f(u) = f(v)
genau einer Fiarbung von G/e. Somit existiert eine Bijektion

{Farbungen von G \ e} <> {Firbungen von G} U {Firbungen von G/e}

und es folgt die Behauptung.

. per Induktion: Wir zeigen per Induktion iiber n, dass Pk, (k) = Hie[n] (k—
i+1) gilt.
Fiir n = 1 gilt dies offensichtlich. Sei also n > 2. Nach (i) gilt

PKn(k) = PKn\e(k) - PK,L/e(k)

fiir jede Kante e € E(K,,). Weiter ist K,,/e = K, _1, also gilt nach Induk-
tionsvoraussetzung

Pr,jelk)= J] k—i+1).

i€[n—1]

K, \ e entsteht aus K,,_1 durch hinzufiigen eines neuen Grad n — 2 Kno-
ten v. Ist eine Farbung f : K,_1 — [k] gewéhlt ldsst sich diese zu ei-
ner Farbung f: K,\ e — [k] erweitern, indem f(v) so gewiihlt wird,
dass f(v) # f(w) fiir alle w € N(V) gilt. Es gibt also k& — (n — 2) viele
Moglichkeiten f zu erweitern und es folgt

Pg\e(k) = (k= (n—=2))Pk,_, (k)

und somit

P, (k) = (k=(n=2))Px,_, (k)= Pr,_, (k) = (k—(n—1))Px, (k) = [] (k=i+1)
i€[n]

ohne Induktion: Fiir k < nist Pk, (k) =0.

Ist £k > n wihlen wir eine beliebige Reihenfolge v1,...,v, der Knoten

von K,. Es gibt & Moglichkeiten v; zu Férben, danach bleiben k — 1
Mboglichkeiten fiir vy, k — ¢ + 1 Moglichkeiten fiir v; (i € [n]). Daher folgt
Prc, (k) = [l;ep(k — i + 1) (tatsichlich gilt diese Gleichheit auch fiir
k <mn).

. Wir fiihren eine Induktion iiber m = |E]:

Ist m = 0, so ist G = (V,0) und jeder Knoten v € V kann beliebig gefirbt
werden. Es folgt also Pg(k) = k™

Sei nun m > 1 und die Behauptung gelte fbudenoiir alle Graphen mit
hochstens m — 1 Kanten. Sei e € E(G) dann gilt nach (i) Pg(k) =
Pe\e(k) — Pgje(k). Nach Induktionsvoraussetzung ist P\ .(k) ein Poly-
nom vom Grad n und Pg/.(k) ein Polynom vom Grad n — 1. Insgesamt
ergibt sich, dass Pg(k) ein Polynom vom Grad n ist.
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Aufgabe 3 [AuBlerplanare Graphen]

1. Da G zusammenhéngend ist, gilt d(u) > 1 fiir alle u € V. Der einzige
Graph in dem alle Knoten Grad 1 haben, besteht aus einer einzigen Kante.
Demnach folgt die Behauptung.

2. Sei G auflerplanar. Wir zeigen die Aussage per Induktion nach |V|. Ist
|[V| < 3, so kann jeder Knoten mit einer anderen Farbe gefirbt werden
und es folgt die Behauptung. Sei also |V| > 4. Besteht G aus mehereren
Zusammenhangskomponenten, so kénnen wir die Induktionsvoraussetzung
auf jede Komponente anwenden. Sei also G zusammenhéngend. Nach (i)
existiert ein Knoten u vom Grad > 2. Gilt d(u) = 2, so kénnen wir u
entfernen. Der erhaltene Graph ist nach wie vor auflenplanar und nach
Induktionsvoraussetzung 3-farbbar. Da die Nachbarn von « nur maximal
zwei Farbei verwenden, konnen wir u mit einer der verbliebenen Farben
farben. Sei also d(u) > 3. Dann existiert ein Nachbar v von u, sodass die
Kante uv nicht im Rand der auflerplanaren Zeichnung liegt. Wir kénnen G
nun in zwei aulerplanare Teilgraphen aufteilen, die beide uv enthalten und
weniger Knoten besitzen. Nach Induktionsvorausetzung sind diese beiden
Graphen 3-farbbar und nach etwaigem Umfarben kénnen wir annehmen,
dass u und v in beiden Graphen gleich gefarbt sind. Auf diese Weise er-
halten wir eine 3-Farbung von G.

Aufgabe 4 [Kantenfirbungen]

1. Nach Definition einer Kantenfarbung sind gleichgefirbte Kanten nicht in-
zident. Demnach bilden Kanten derselben Farbe ein Matching.

2. Ist G r-regulir, so ist A(G) = r. Ist X'(G) = A(G) = r, so existiert fiir
jeden Knoten u € V(G) und jede Farbe 1 < i < r eine Kante uv mit
c(uv) = i. Dabei ist ¢ eine minimale Kantenfirbung. Nach (i) bildet die
Kantenmenge E; ein Matching von G. Nach dem vorigen Argument, wird
jeder Knoten von V iiberdeckt.

3. Aus der Vorlesung wissen wir, dass x'(G) € {A(GQ), A(G) + 1} gilt. Wire
X' (G) # A(G) + 1, so miisste also x'(G) = A(G) gelten und nach (ii)
besitzt G ein Matching, dass V' iiberdeckt. Dann muss aber |V| gerade
sein.

Aufgabe 5 [Bonus — Ramsaytheorie]
Wenn n = 5 ist, fiihrt die folgende Farbung der Kanten von K5 zu einem
Unentschieden.
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Nun fixiere eine Rot-Blau-Farbung der Kanten von K, fiir n > 6. Wenn
n = 6 ist, fixiere einen Knoten v: Er hat den Grad 6 —1 = 5 in Kg. Unter diesen
5 Nachbarn sind entweder mindestens 3 durch eine blaue Kante verbunden oder
mindestens 3 sind durch eine rote Kante verbunden. Angenommen, v hat 3 durch
blaue Kanten verbundene Nachbarn (der rote Fall ist symmetrisch), wenn sie
paarweise durch rote Kanten verbunden sind, dann gibt es ein rotes Dreieck;
andernfalls gibt es zwei durch blaue Kanten verbundene Nachbarn von v, die
durch eine blaue Kante verbunden sind, und somit haben wir ein blaues Dreieck.
Wenn n > 6 ist, dann enthilt K, ein Kg, fiir das jede Farbung ein einfarbiges
Dreieck erzeugt.

Mit R(r,s) < R(r —1,s) + R(r,s — 1) (siche Beweis unten), erhalten wir
R(3,4) < R(2,4) + R(3,3). Einerseits haben wir R(3,3) = 6 nach obiger Argu-
mentation, andererseits haben wir R(2,n) = n, weil es moglich ist, die Kanten
von K,,_1 zu firben, ohne ein rotes K, oder ein blaues Ks zu erzeugen (indem
man alle Kanten von K,,_1 rot firbt), aber unméglich ist, die Kanten von K,
zu farben, ohne eine blaue Kante K5 oder ein rotes K, zu erzeugen. Daher,
R(3,4) <446 = 10, d.h. R(3,4) < 9. Es bleibt zu zeigen, dass es eine Kan-
tenfarbung von Ky gibt, bei der es weder ein rotes K3 noch ein blaues K, gibt.
Hier ist sie:

N.B. [Angepasst von Wikipedia] Wir beweisen, dass R(r,s) < R(r —1,s) +
R(r,s — 1) durch Induktion iiber r + s.
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Betrachte einen vollstindigen Graphen auf n = R(r — 1,s) + R(r,s — 1)
Knoten, dessen Kanten rot und blau gefiarbt sind. Wahle einen Knoten v aus
dem Graphen und teile die verbleibenden Knoten in zwei Mengen M und N auf,
so dass fiir jeden Knoten w, w in M ist, wenn die Kante vw blau ist, und w in NV
ist, wenn vw rot ist. Da der Graph R(r—1,s)+R(r,s—1) = |M|+|N|+1 Knoten
hat, folgt, dass entweder |M| > R(r —1,s) oder |[N| > R(r,s—1) gilt. Im ersten
Fall, wenn M ein rotes K, hat, dann hat auch der urspriingliche Graph eines
und wir sind fertig. Andernfalls hat M ein blaues K,_; und somit hat M U {v}
ein blaues K, nach der Definition von M. Der zweite Fall ist analog. Somit ist
die Behauptung wahr und wir haben den Beweis fiir 2 Farben abgeschlossen.

Eine Verstirkung des Arguments fiihrt zur strikten Ungleichung, wenn so-
wohl R(r — 1, s) als auch R(r,s — 1) gerade sind.

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT]

ChatGPT verwechselt “Graphen” mit “Graphen bis auf Isomorphie”. Wenn
es 1024 z#hlt, sind das alle Graphen. Wenn es 6 zéhlt, sind das nur Graphen bis
auf Isomorphie. Daher zieht es Apfel von Kartoffeln ab. . .

Bis auf Isomorphie gibt es 5 Graphen mit 5 Knoten und x(G) > 4: Man
nimmt Ky, fiigt einen weiteren Knoten hinzu und verbindet ihn mit 0, 1, 2, 3
oder 4 anderen Knoten. Eine genaue Ziahlung zeigt, dass es 958 Graphen mit 5
Knoten und x(G) < 3 gibt, was 29 Graphen bis auf Isomorphie entspricht.
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Tarek Emmerich

Diskrete Mathematik — Sommersemester 2025
Ubungsblatt 8

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann
bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Erinnern wir uns an einige Notationen zu Folgen positiver Zahlen:

U, = O(vy,) falls es ein C' > 0 gibt, so dass u,, < Cv, fiir alle hinreichend
groflen n.

Uy ~ Uy fUr n — 400, Wenn:j—:—>1fiirn—>+oo.

Man kann Aquivalente multiplizieren (oder dividieren), das heiBt wenn u,, ~

/ ] / / u v
. dann gilt upul, ~ v,v), und & ~ L2

n n

v und ul, ~ v
Aufgabe 1 [Hockey-Stick-Identitét)

Wir wollen die folgende ,, Hockey-Stick-Identitéit “ mit verschiedenen Metho-

den beweisen:
"k 1
fiir alle r < n, E <r> = (Z—tl)

k=r
1. Beweise die Hockey-Stick-Identitidt unter Verwendung der Pascal-Identitit
und einer Rekursion nach n.
2. Fixiere eine Menge von n + 1 Personen.

(a) Auf wie viele Arten kann man eine Gruppe von r + 1 Personen aus
einer Menge von n + 1 Personen bilden?

(b) Beschrifte n —r 4 1 dieser Personen mit den Zahlen 1,...,n —r+ 1:
Fiir ein gegebenes k € [1,n — r + 1], auf wie viele Arten kann man
eine Gruppe von r 4+ 1 Personen bilden, deren kleinste Beschriftung
k ist?

(c) Leite daraus die Hockey-Stick-Identitéit ab.

3. Sei z ein Symbol und X =1+ .

(a) Beweise, dass X" 4+ X" = 1(X"F1 — X7),

(b) Bestimme den Koeffizienten von z” auf beiden Seiten und beweise
die Hockey-Stick-Identitét.

Aufgabe 2 [Ungerade und unterschiedliche Partitionen]

Fiir ein festes n, zeige, dass es genauso viele Partitionen (A1, ..., \;,) gibt, wobei
A1 > Ao > -+ > A, > 1 mit allen \; ungerade und Zz A\; = n, wie es Partitionen
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(1, - -+, pir) gibt, wobei g > g > -+ > p, > 1 und alle Teile verschieden sind
und }2; pj = n.

Eine Moglichkeit hierzu besteht darin, eine Bijektion zwischen beiden Par-
titionstypen darzustellen.

Hinweis: Verwende die Binérzerlegung auf eine clevere Weise.

Aufgabe 3 [Singmaster Satz]
Fiir k # 1 wollen wir N (k) = #{(n, r); (1) = k} schiitzen. Insbesondere wollen
wir Singmasters Satz beweisen: N (k) = O(log k), wenn k — +o0.
1. Zeige, dass N (k) fiir k # 1 endlich ist. Genauer, zeige, dass N (k) < k(kgl).
2. Betrachte die Funktionen b — (a;rb) fiir festes @ und a — (azb) fiir festes
b. Leite daraus ab, dass wenn s so ist, dass k < (2;), dann gilt N(k) < 2s.
3. Zeige, dass 2™ < (°™) fiir m > 1, und beweise Singmasters Satz.

N.B. Eine bessere Schétzung ist bekannt: N (k) = O(% log k‘)7 aber

es wird vermutet, dass N(k) = O(1), und der grofite bekannte Wert von N (k)
ist N(3003) = 8 (getestet bis k = 248).

Aufgabe 4 [Niitzliche Schranken fiir Binomialkoeffizienten]
1. Zeige die linke Ungleichung in
n\k n n\* .
(7) =()= (@)«
k k k
2. Verwende, dass fiir alle k£ > 1 gilt (1 + %)k < e, um zu zeigen, dass
1 e\k
(o)
k! k

Leite daraus die rechte Seite der obigen Ungleichung ab.
3. Sei ¢ € [0, 1] eine reelle Zahl, und definiere

H(c) = —clogy e — (1 —¢)logy(1 —¢).
Nutze, dass fiir n — +oo gilt

n n
n! ~ (f) 2mn,
e

um zu zeigen, dass, wenn k = c¢n, dann

<”> oL oHen
k 2re(l — ¢)n

4. Leite das Aquivalent fiir die Catalan-Zahlen her:
1 2n 4m
n+1\n n3/2\/7’
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Abbildung 19: Symmetrische Venn-Diagramme fiir n € {2,3,5,11}. Das fiir 11
heifit Newroz und wurde im Juli 2012 entdeckt (jede Region ist violett gefirbt,
und die Farbe &ndert sich je nach Anzahl der sich iiberschneidenden Regionen).

Aufgabe 5 [Bonus — Symmetrisches Venn-Diagramm]
Sie zeichnen eine geschlossene Kurve in der Ebene?, und nennen S die Region
innerhalb dieser Form. Sie drehen diese Form S um ein n-tel einer vollen Um-
drehung und férben jede Kopie in ihrer eigenen Farbe. Wie durch Magie sehen
Sie vor Thren Augen alle moglichen Mischungen der Farben, die Sie verwendet
haben (siehe Figure 19).

Zeigen Sie, dass n eine Primzahl ist.

Abgabe: 18.06.2025 vor 23:59

2Eine geschlossene Kurve in der Ebene ist das Bild einer stetigen Funktion f : [0, 1] — R?
mit f(0) = f(1), aber so viel Formalismus brauchen Sie nicht.
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Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)
ChatGPT hat mir das gesagt (es ist ein echtes Copy-Paste aus der kostenlosen
Version von ChatGPT):

“ Fiir n, wir betrachten die Menge der Binomialkoeflizienten

(]

an =min (N\ S,,)

und definieren

als die kleinste natiirliche Zahl, die kein Binomialkoeffizient fiir ein m < n ist.
Wir interessieren uns fiir Werte von n, so dass

anp =n+ 4.

Wir stellen fest, dass fiir n = 13 die Menge der Binomialkoeffizienten Si3
alle natiirlichen Zahlen bis einschlieflich 16 enthilt, aber nicht 17. Daher gilt:

a13:17:13+4,

was die Bedingung erfiillt.
Somit ist n = 13 die kleinste solche Zahl, fiir die a,, = n + 4 gilt. ”
Das ist falsch, erkldren Sie mir, warum.

Aufgabe 7 ) [kombinatorische Identitéten]
Zeigen Sie durch kombinatorische Uberlegungen, dass
n—1

e - $0)-(1)

j=1 =2

Hinweis: Betrachten Sie alle Untermengen von {1,...,n + 1} mit drei Elementen und zdhlen Sie

diese geeignet ab.

Aufgabe 8 [Chu-Vandermonde Identitéten]
Seien k,n, m natiirliche Zahlen.
1. Bestimmen Sie den Koeffizienten von 2% in (1 4 z)"*t™

2. BeWelSen Sle.

Hinweis: Nutzen Sie (1 4+ z)™(1 4+ )™ = (1 +2)"T™
. s n (m\2 _ (2n
3. Beweisen Sie: 3., (7)” = (°7).

n
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Aufgabe 9 [Chu-Vandermonde-Identitit, Version 2]
Beweise die Chu-Vandermonde-Identitéit (Aufgabe 3.2), indem du n rote Kugeln
und m blaue Kugeln nimmst und auf zwei Weisen zéhlst, wie viele Moglichkeiten
es gibt, k£ Kugeln aus dieser Sammlung von n + m Kugeln auszuwéhlen.

Aufgabe 10 [Invertierbare Matrizen]
Zghle die Anzahl der Elemente von GLn(p%) fiir n > 1 und p Primzahl.

Aufgabe 11 [schwache und starke Zahlpartitionen]
Seien n,r > 1 natiirliche Zahlen. Eine schwache r-Partition von n ist eine Folge
A = (A1, Aa, ..., \) natiirlicher Zahlen \; > 0, so dass n = Ay + -+ + .. Gilt
A > 1 fiir 1 <14 <r, so heifit A starke r-Partition von n.
1. Wie viele schwache bzw. starke 2-Partitionen von n gibt es?
2. Zeigen Sie: Die Anzahl der schwachen r-Partitionen von n — r ist gleich
der Anzahl der starken r-Partitionen von n.

Aufgabe 12 [Trinomialsatz]

1. Sei ay;,; die Anzahl der Worter der Lénge n iiber dem Alphabet {z,y, 2},
die genau i-mal den Buchstaben x, j-mal den Buchstaben y enthalten.
Zum Beispiel:

asn1 = {xyzz, x2yz, xz2y, yroz, yzez, yzza, 2ayz, 202y, 222y, 2YT2,
zyzx, zzyr}| = 12
n!

iyl (n—i—j)!"
2. Beweisen Sie den Trinomialsatz:

Zeigen Sie: Gy 4, =

n
(x+y+2)" = E Uy’ 2"
0<i+j<n

Hinweis: Betrachten Sie w = x + y. Dann ist (z + y + 2)™ = (w + 2z)" und man kann den
Binomialsatz benutzen.

3. Leiten Sie aus 2., zwei verschiedene Ausdriicke fiir die Anzahl der Worter
der Linge n iiber dem Alphabet {z,y, 2} her.

Aufgabe 13 [Binomialkoeffizienten und Kongruenz]
Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, dass (Z) durch p teilbar ist, auler wenn k €
{0, p}. Beweisen Sie, dass (a+b)? — (aP 4+ b?) durch p teilbar ist, fiir alle ganzen
Zahlen a und b.
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Discrete Mathematics — Loesungblatt 8

Aufgabe 1 [Hockey-Stick-Identitét)

1. Wenn r = n, ist die Identitét trivial (beide Seiten sind 1). Angenommen,
die Identitédt gilt fiir ein beliebiges n und fiir alle r < n, dann haben wir:

Lk n+1 "k n+1 n+1 n+2
> ()= ()2 0)-07)-05)-05)
—\r r —\r r r+1 r+1

Damit ist der Beweis abgeschlossen.

(a) Es gibt (:fjr'll) Moglichkeiten, eine Gruppe von r + 1 Personen aus
einer Menge von n + 1 Personen zu bilden.

(b) Wenn k die kleinste Beschriftung in der Gruppe ist, dann gibt es
niemanden mit Beschriftung zwischen 1 und k — 1. Somit entspricht
das der Wahl einer Gruppe von r Personen aus einer Menge von
n — (k — 1) Personen (plus der Person mit der Beschriftung k): Es
gibt ("_fH) Maoglichkeiten.

(c) Es gibt eine Bijektion zwischen den Moglichkeiten, eine Gruppe von
r+1 Personen aus einer Menge von n+1 Personen zu bilden, und den
Paaren (k, eine Gruppe von r+1 Personen mit kleinstem Element k).
Zur Begriindung: Jede Gruppe enthiilt eine beschriftete Person (da es
nur r unbeschriftete Personen gibt), und jede Gruppe hat ein eindeu-
tiges Minimum. Uber diese Bijektion erhilt man somit die Hockey-
Stick-Identitét.

2. (a) Uber die bekannte geometrische Summenformel gilt:

r n _ X7 - xnt! _ 1 n+1 r
X'+ 4+ X" = T x —I(X X").

(b) Auf der linken Seite ist der Koeffizient von 2" in X* = (1+z)* gleich

(f) (nach dem binomischen Lehrsatz). Auf der rechten Seite ist der

Koeffizient von 2" der Koeffizient von z"*! in (1 +z)"*! — (1 + )",

also (:i%) — 0. Damit erhélt man wieder die Hockey-Stick-Identitéit.

Aufgabe 2 [Ungerade und unterschiedliche Partitionen]

Nehmen wir eine Partition von n in verschiedene Teile py > po > -+ > p, > 1.

Fiir jeden geraden Teil p; = 2z ersetzen wir diesen durch zwei Teile des Werts

x. Wenn x ungerade ist, haben wir eine Partition in ungerade Teile erhalten,

andernfalls kénnen wir den Prozess wiederholen, um eine Partition von n zu

erhalten, die nur ungerade Teile enthélt. Auf diese Weise definieren wir eine

Abbildung f von Partitionen mit verschiedenen Teilen zu Partitionen mit un-
geraden Teilen.

Konstruktionsweise des Kehrwerts von f: Nehmen wir A\y > --- > A\, > 1

als eine Partition von n in ungerade Teile. Angenommen, A; wird p Mal wie-

derholt (das bedeutet, dass A; = A; fur p verschiedene Werte von j'), wobei
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moglicherweise p = 1 gilt. Schreibep =", ; 2! (die Biniirzerlegung von p), und
ersetze die p Kopien von A; durch pu; = A; x 2° fiir 7 € I. Eine Neuordnung
von p fithrt zu einer Partition in verschiedene Teile, da alle ganzen Zahlen eine
eindeutige Weise haben, als k x 2! mit k ungerade geschrieben zu werden (man
nehme einfach die Primfaktorzerlegung der Zahl und isoliert die Zweierpoten-
zen).

Ein kurzer Notizzettel zeigt, dass diese beiden Konstruktionen wechselseitig
zueinander sind und somit eine Bijektion zwischen ungeraden und verschiedenen
Partitionen entsteht (daher gibt es die gleiche Anzahl von beiden).

Aufgabe 3 [Satz von Singmaster]

1. Wenn n > k, dann gilt (7) > k fiir alle r € {1,...,n — 1}, und auBerdem
gilt (§) = () = 1 # k fiir alle n. Daher sind die méglichen Werte von
n und r, sodass () = k, auf den (inneren) Teil des Pascalschen Dreiecks
beschréinkt, der iiber der k-ten Zeile liegt, das heifit n < kund 1 <r < n-—
1. Es gibt @ solcher Paare (n,r), was beweist, dass N (k) < @ <
+00.

2. Die Abbildungen f, : b+ (a:b) fiir festes a und f : a — (a:b) fiir festes b
sind streng monoton steigend. Folglich, wenn (“'lfb) = k fiir ein bestimmtes
b und festes a, dann gilt (“1*) # k fiir alle anderen b (und dasselbe a);

und das Gleiche gilt symmetrisch. Nun, wenn k& < (2:), dann gilt, wenn

k= (a:b), dass a < sund b < s (weil f, und f; steigend sind). Aulerdem
fiithrt jede Wahl von a zu hochstens einer moglichen Losung fiir (azm) =k,
und jede Wahl von b auch, sodass die Anzahl der Losungen hochstens ist:
(die Anzahl der moglichen a) + (die Anzahl der méglichen b) < s+ s = 2s,

d.h. N(k) < 2s.

3. Firm > 1:
2m
em)! = Ik

= [T, k) T 2k + 1)
2 [T, kT k

> 2m(m!)?

Y

Daher gilt 2™ < EZ?)); = (27;”), und somit gilt fiir ein festes k, dass das

kleinste s, sodass k < (235), (2(5711)) < k erfiillt, also 2°~! < k, was impli-

ziert, dass s < 1+log, k. SchlieBlich gilt N (k) < 2s < 24 logk = O(k).

2
log 2

Aufgabe 4 [Niitzliche Schranken fiir Binomialkoeffizienten]
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1. Ein kurzer Krickel zeigt, dass fiir alle x € [1, k — 1] gilt:

n—x

k —

IA

>3
8

Daher folgt:

n 7@71717172 n7k+1>ﬁﬁﬁ ﬁf(ﬁ)k
k) kk—1k—2"" 1 “kkk Tk \k/J

2. Fiir die obere Schranke beachten wir, dass

(k+ 1M1 (k+1)% k+1kﬁf<efi
(E+1)! k! N k kT kD
Per Induktion erhélt man: % < z—z Folglich gilt
n\ _ nn—1)...(n—k+1) < TLk - (E)kek
k k! - kK T \k '

3. Mithilfe der Stirling-Formel n! ~ (%)n v27mn ergibt sich:

n!
() = (en)!(1 = o)n)!

oo

4. Da H (%) = 1 gilt, erhalten wir durch Einsetzen von n durch 2n in die

vorherige Formel und ¢ = %:

1 <2n> 1 L
ntln/on for. 1oy

was zur gewiinschten Form fiihrt.

Aufgabe 5 [Bonus — Symmetrisches Venn-Diagramm]
Betrachte die farbigen Teilregionen, die der Mischung von k verschiedenen Far-
ben entsprechen. Einerseits gibt es (Z) solcher Teilregionen, da jede Region einer
Auswahl von k Farben unter den n verwendeten Farben entspricht. Da die Zeich-
nung symmetrisch ist, kann man andererseits mit einer Teilregion beginnen und
alle anderen Teilregionen betrachten, die man durch (mehrfache) Drehungen
um ein n-tel einer vollen Umdrehung erhélt. Dies unterteilt die Sammlung der

Teilregionen in n Teile gleicher GréBe, daher gilt: n|(}).
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Das bedeutet, dass %(Z) fiir alle k eine ganze Zahl ist, insbesondere fiir einen
Primteiler p von n mit p # n. Aber:

1<n> _(n=1)(n-2)-(n-p+1)

P P!

n

Der Nenner dieses Bruchs hat p als Faktor, aber der Zihler nicht (da p | n,
wissen wir, dass p keinen j € {n —p+1,...,n — 1} teilt). Daher ist der rechte
Ausdruck keine ganze Zahl, weil p teilerfremd zu (n — 1)(n —2)---(n —p+1)
ist.

Folglich ist n eine Primzahl (es hat keinen anderen Primteiler als sich selbst).

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)]
ChatGPT kann nicht zéhlen: a3 = 14, da 14 kein Binomialkoeffizient fiir n < 13
ist (drucke ein grofles Pascalsches Dreieck aus). Tatséchlich habe ich kein n mit
an, =n + 4 fiir n < 300 gefunden.

Aufgabe 7 [kombinatorische Identitéten]

Zu zeigen ist . )
Sin-0=3(5)=("3")

j=1 1=2

Um diese Identitéit zu zeigen, iiberlegen wir uns, dass alle 3 Ausdriicke dasselbe
zéhlen. Zunéchst wissen wir aus Satz 1.3 (c), dass (";1) gerade die 3-elementigen
Teilmengen von [n + 1] z&hlt. Wir zeigen im folgenden, dass auch die anderen
beiden Ausdriicke entsprechend interpretiert werden kénnen.

Als erstes klassifizieren wir die 3-elementigen Teilmengen von [n+ 1] nach ihrem
mittleren Element. Sei A = {i,7,k} C [n+1] miti < j < k. Dann gilt 2 < j < n.
Wir bezeichnen mit M; die Menge der 3-elementigen Teilmengen von [n + 1]
mit mittlerem Element j, wobei 2 < j < n. Wir bestimmen nun die Anzahl
der Elemente in M;. Um eine Menge A in M, festzulegen, miissen wir das
kleinste und grofite Element von A wéhlen. Fiir das kleinste Element gibt es
j — 1 Moglichkeiten, fiir das grosste gibt es (n + 1) — 7 Moglichkeiten. Mit der
Produktregel folgt |[M;| = (j —1)(n+ 1 —j). Da (["gl]) = Uj_,M; gilt, folgt
mit der Summenregel

Jj=2 Jj=2 j=1

Dies zeigt, eine der zu zeigenden Gleichheiten.

Fiir die zweite Gleichheit klassifizieren wir die 3-elementigen Teilmengen von
[n + 1] entsprechend ihres letzten Elements. Sei A = {i,j,k} C [n + 1] mit
i < j < k. Dann gilt 3 < k < n + 1. Sei Ny die Menge der 3-elementigen
Teilmengen von [n + 1] mit maximalem Element k, wobei 3 < k < n 4+ 1. Wir
bestimmen im folgenden die Anzahl der Elemente von Ni. Um eine Menge A
in Nj, festzulegen, miissen wir das kleinste und mittlere Element wihlen. Da k
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das maximale Element von A ist, gibt es fiir die anderen beiden Elemente (kgl)

Wahlméglichkeiten. Damit gilt |Ng| = (kgl) Da ([";1]) = UE3 Ny folgt mit
der Summenregel

(202 () -2 ()

k=3 k=2

Dies zeigt die zweite Gleichheit.

Aufgabe 8 [Chu-Vandermonde Identitéten]
1. Nach Newtons Binomialformel haben wir (1 + z)"*™ = S 770" ("1™) 2k,
sodass der Koeffizient von z* ("}™) ist.

2. Andererseits gilt:

(142)"t" = (142)"(142)™ = (i (?)x’) i (T)xﬂ = gin > <7Z> <m) z*.

=0 3=0 k=0 \i+j=k J

Durch Identifikation des Koeffizienten erhalten wir die Chu—Vanderm_onde—
Formel: 3, ,_; (M (Tjn) = ("1™ (ersetze i durch k — j). Eine gute Ubung
ist es auch, einen kombinatorischen Beweis fiir diese Identitét zu finden.

Aufgabe 9 [Chu-Vandermonde-Identitét, Version 2]
Auf der einen Seite gibt es (”Zm) Moglichkeiten, k Bélle aus einer Sammlung
von n + m Béllen auszuwihlen. Auf der anderen Seite bedeutet das Auswéhlen
von k Billen aus einer Sammlung von n + m Billen, dass man j Bille aus einer
Sammlung von n Béllen und k& — j Bélle aus einer Sammlung von m Béllen
auswihlt, wobei j ein beliebiger ganzzahliger Wert zwischen 0 und £ sein kann.
Sieht man das Problem auf diese Weise, gibt es Z?:o (?) (kT]) Moglichkeiten,
k Bille aus einer Sammlung von n + m Béllen auszuwéhlen.

Aufgabe 10 [Invertierbare Matrizen]
Eine Matrix in GLR(%Z) ist einfach eine Sammlung von n Vektoren, die linear
unabhingig sind: (v1,...,v,).

Wenn n = 1, gibt es p™ — 1 Moglichkeiten, weil jede der n Koordinaten von
vy eine beliebige Zahl von 0 bis p — 1 sein kann, aber v; # 0.

Wiéhle beliebige (v1,..., vk, vg+1) linear unabhingig (fir ¥ +1 < n). Un-
abhéngigkeit bedeutet, dass (v, ..., v) linear unabhéngig ist und vy nicht als
2521 a;vj geschrieben werden kann, mit a; € {0,...,p—1}. Daher gibt es fiir je-
de Auswahl von unabhéngigen (v1, ..., vy) n? —p* giiltige Auswahlmoglichkeiten

n
fiir v,41 (nP Vektoren in (p%) , von denen p* verboten sind).

Folglich gilt #G Ly (%) = [[}=)(n” — p¥).
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Aufgabe 11 [schwache und starke Zahlpartitionen]

1. Die starken 2-Partitionen von n sind gegeben durch (i,n — i) fir 1 <
i <n—1, d.h. es gibt n — 1 viele. Bei schwachen 2-Partitionen kommen
zusétzlich noch die Partitionen (0,n) und (n,0) hinzu, d.h. es gibt n + 1
viele.

2. Wir miissen zeigen, dass die Anzahl der schwachen r-Partitionen von n—1r
gleich der Anzahl der geordneten r-Partitionen von n ist. Sei dazu

Pri={A=0A1,..., ) : x>20fir1<i<r, My+---+ A\ =n—r}
die Menge der schwachen r-Partitionen von n — r und sei
Po={A=A1,..., ) : 3 >1fir1<i<r A\ +---+ A\ =n}
die Menge der r-Partitionen von n. Wir betrachten folgende Abbildung
P1— P
A=A, A) PN =+ 1,00+ 1),

Wir zeigen zunéichst, dass die Abbildung ® wohldefiniert ist. Sei dazu A =
(A, .-y Ar) € Py Aus \; > 0 folgt bereits \; +1 > 1 fiir 1 < ¢ <. Und
wegen A1+ - -+ A, = n—rgilt auch (\+1)+---+(A\.4+1) = (n—r)+r =n.
Damit ist ®(\) eine r-Partition von n, d.h. ®()\) € Ps.

® ist aulerdem injektiv, denn sind A\, u € Ps, so dass

Q()\):(>\1+17"')A'r+1):(/’L1+17"'7HT+1):¢(M)7

so folgt direkt A\; = p; fiir 1 <4 <r, d.h. A = p.

Weiterhin ist ® surjektiv. Denn ist A = (A1,..., ;) € Pa, so folgt wie im
Beweis der Wohldefiniertheit, dass X' := (A —1,..., A\, — 1) € Py gilt und
zusitzlich ist d(N) = A.

Insgesamt ist @ also eine Bijektion und nach der Gleichheitsregel folgt

#P1 = #Pa.
Aufgabe 12 [Trinomialsatz]

1. Die Anzahl a,, ; j der Worter der Lange n im Alphabet {z,y, 2}, die genau
i viele z und j viele y enthalten ist:
[{i — elem. Teilmenge von [n]}| - [{j — elem. Teilmenge von [n —i|}| =
n\ n—i\
i i)

n! (n—d) n!

in—i)jln—i—j)! iljln—i—jl
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($+y+ZW=%x+@"=§i<?mwﬂﬂ:
=0
= g (?) 2y + 2)" =
§

_ iy n—i—j
= E Qi Y 2 7.
0<i+j<n

3. Sei A,,;,; die Menge der Worter der Lange n im Alphabet {z,y, 2}, die
genau ¢ viele x und j viele y enthalten.

|[Worter der Lange n im Alphabet {z,y, z}| =

n

> Al =
0<its<n

n

E : Onyij =

0<i+j<n
I+1+1)"=23"

Aufgabe 13 [Binomialkoeffizienten und Kongruenzen|

Zunéchst ist (’1’) = p durch p teilbar.
Angenommen, (i) ist fiir ein 1 < k < p — 2 durch p teilbar. Dann gilt

(kil)(kﬂ): (Z)(p—k—l).

Da p den rechten Term teilt, teilt es auch den linken. Da p teilerfremd zu &k + 1
ist (weil p prim ist und 0 < k + 1 < p), folgt, dass p auch (kﬁl) teilt. Per
Induktion folgt, dass p alle (i) fir 1 <k <p-—1 teilt.

Daraus folgt:

p—1
(a+b)P =af +b° + Z (‘Z) a*bP~F =a? + P (mod p).
k=1

Das funktioniert nur, weil p prim ist!
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Universitat Osnabriick Martina Junhke

Institut fir Mathematik Germain Poullot
Tarek Emmerich

Diskrete Mathematik — Sommersemester 2025
Ubungsblatt 9

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann
bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Aufgabe 1 [Permutationen von Multimengen |
Sei A = {ay,...,ap} eine Menge und M die Multimenge iiber A, bei der das
Element a; mit Vielfachheit k; auftritt.
Fine Permutation von M ist eine geordnete Liste der Elemente von M. Es
bezeichne Py, die Menge der Permutationen von M.
(M kann als Wort der Lidnge n mit Buchstaben aus A betrachtet werden,
eine Permutation von M entspricht dann einem Anagramm.)
1. Zeigen Sie: Sind A und B Mengen und ¢ : A — B eine surjektive Abbil-
dung, so gilt [A] = 37,510 ({0})]
2. Konstruieren Sie eine surjektive Abbildung ¢ : [n]{™ — Py mit
o7 ()] = ITizy !
n!
Hf:l ki
4. Wie viele Anagramme des Wortes DISCRETEMATHEMATICS existieren (auch
wenn sie keinen Sinn ergeben)?

3. Folgern Sie: |Py| =

Aufgabe 2 [Inklusions-Exklusions-Ungleichungen]
Seien Aq, ..., A, endliche Mengen.
2. Zeigen Sie mittels einer Rekursion iiber K, dass fir K < m gilt (mit

(1) = 0): )
S () == e (")

k=1
3. Zeigen Sie, dass fiir ungerades K € [n] gilt:
K
< (71>k+1 Z |A21 ﬂﬁAlJ

k=1 1<iy <--<in<k

=1

Und zeigen Sie, dass bei geradem K € [n] die Ungleichung umgekehrt ist.
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4. Fiir ein festes K, zeigen Sie, dass die vorige Ungleichung genau dann eine
Gleichheit ist, wenn der Durchschnitt jeder Auswahl von K + 1 Mengen
unter Aq,..., A, leer ist.

Aufgabe 3 [Taschengeld mit Einschrinkungen]
Sie haben 30 Miinzen a 1€. Sie mochten diese an Thre 3 Kinder verteilen.

1. Zeigen Sie, dass die Anzahl der Moglichkeiten, 30 Miinzen a 1€ an IThre 3
Kinder zu verteilen, dem Koeffizienten von X3° in P(X) = (1+ X + X2+
-+ 4 X39)3 entspricht.

2. Nun soll jedes Kind mindestens 1€ bekommen: Andern Sie das Polynom
P, sodass die Anzahl der Moglichkeiten dem Koeffizienten von X3° im
neuen Polynom entspricht.

3. Das ilteste Kind soll mindestens 10€ bekommen: Andern Sie das Polynom
P, sodass die Anzahl der Moglichkeiten dem Koeffizienten von X3° im
neuen Polynom entspricht.

4. Die beiden jiingsten Kinder sollen jeweils mindestens 8€ bekommen: Andern
Sie das Polynom P, sodass die Anzahl der Moglichkeiten dem Koeffizien-
ten von X3 im neuen Polynom entspricht.

5. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 30 Miinzen a 1€ ohne jegliche Ein-
schrankungen an Thre 3 Kinder zu verteilen?

Aufgabe 4 [Konvergenzradius und asymptotisches Verhalten]
Sei (an)n>0 eine Folge nichtnegativer (ganzer) Zahlen, und definiere die Reihe
A(z) = >, 50 an 2™ Wir wollen das asymptotische Wachstum von a,, fiir n —
+o0o anhand ,leicht zuginglicher“ Eigenschaften von A(z) abschiitzen. In dieser
Aufgabe sei z € R.
Wir definieren den Radius der Folge (an)n>0 als das grofite r, so dass a,, <
(%)" fiir alle hinreichend grofien n (d.h. es existiert ein no, so dass fiir alle
n > n, gilt: a, < (%)n)
1. Fiir die Folge a,, = 5™, berechne den Radius r, bestimme die erzeugende
Funktion A(z), und zeige, dass >, -, an 2" — +oo fiir z > r; hingegen
Y om0 On 2" A Foo fiir z < 1. B

2. Fixiere eine Folge (an)n>0 mit Radius r. Zeigen Sie, dass > ., an 2" —
+oo fiir alle z > 7.

3. Umgekehrt, zeigen Sie, dass >, < an 2" # 400 fiir alle z < 7.

Hinweis: Wiahlen Sie no geschickt und multiplizieren Sie die Glieder der Reihe mit :—Z
Der Radius ist eine Abschétzung fiir das exponentielle Wachstum einer Folge:
Falls (an)n>0 den Radius r besitzt, dann kann man vermuten, dass a, ungefahr
r™ entspricht fiir n — +oo (gewshnlich ist a,, = F(n) r™, wobei F ein rationaler
Bruch ist — dies soll aber keine strenge mathematische Aussage sein).

Sie haben gerade gezeigt, dass der Radius der Folge (an)n>0 gleich ,dem
kleinsten z, ist, fiir das A(z,) entweder nicht definiert ist oder fiir das A(z) fir
alle z = z, + ¢ (fiir alle kleinen £ > 0) nicht definiert ist“.

Dies ist nicht mathematisch prézise, aber Sie diirfen es fiir die néchste Frage
(und im Leben) verwenden.
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4. Vervollstiandigen Sie die folgende Tabelle (falls Sie die letzten 2 Zeilen nicht
ausfiillen, verlieren Sie keine Punkte; fiir das Ausfiillen gibt es jedoch auch
keine Zusatzpunkte):

Folge a,, Reihenformel r’
Exponentiell p™ fiir p > 0 Az) = 1—192
Fibonacci-Zahlen A(z) = =%
Catalan-Zahlen A(z) = @
Motzkin-Zahlen A(z) = 1mz=y/1222-027
Schréder-Zahlen A(z) = Lz beta?
Cayley-Zahlen A(2) = zeA?)
Wurzelbdume mit 2 oder 3 Kindern % =2z
Aufgabe 5 [Bonus — Kodierung einer Menge durch ihre Summe]

Ein Student versucht, etwas zu implementieren. Es wird eine Menge von 10
Anfangszahlen gegeben, die alle zweistellige Zahlen sind. Von Zeit zu Zeit wird
der Benutzer eine Teilmenge dieser Zahlen angeben, und der Student muss die-
se in den Speicher seines Computers speichern, um sie dem Benutzer spéter
zuriickgeben zu kénnen. Um Speicherplatz zu sparen, beschliefit der Student,
die folgende Methode zu implementieren: Er wird nur die Summe der Zah-
len speichern, die der Benutzer ihm gibt (und der Student hofft, dass er einen
Algorithmus finden wird, um die gesamte Teilmenge aus ihrer Summe wieder-
herzustellen).

Zeigen Sie, dass es keine Hoffnung gibt, dass diese Methode funktioniert,
unabhéngig von den 10 Anfangszahlen.

Zeigen Sie, dass diese Methode funktioniert, wenn die Anfangszahlen {1,2,4, 8,16, 32,64}
sind.

Abgabe: 25.06.202 vor 23:59
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Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)
Aufgabe 7 [Teilbarkeit von Summen]
Fixiere k ganze Zahlen (nicht unbedingt positiv) ni,...,ny. Zeige, dass es eine

Teilmenge X C [k] gibt, so dass die Summe ),y n; durch & teilbar ist.
Tipp: Betrachte die Summen n; + --- + n; fiir jedes j € [k] und tiberlege,
was passiert, falls keine dieser Summen durch k teilbar ist.

Aufgabe 8 [Fleissnersche Raster]
Die von Colonel Fleissner entwickelten rotierenden Raster wurden in einem von
den Deutschen im Ersten Weltkrieg verwendeten Verschliisselungsverfahren ein-
gesetzt. Ein solches Raster besteht aus einem Quadrat mit Seitenldnge 6. Dieses
Quadrat wird in ein Raster aus 36 kleineren gleichen Quadraten (alle mit Sei-
tenldnge 1) unterteilt, und 9 dieser kleinen Quadrate werden ausgeschnitten. Es
muss folgende Eigenschaft gelten: Die Locher, die man erhélt, wenn man das
Raster in seiner Ausgangsposition, nach einer Vierteldrehung, nach einer halben
Drehung oder nach einer Dreivierteldrehung betrachtet, iiberschneiden sich nie.
Somit kann nach den Drehungen jedes der 36 Felder genau einmal von einem
Loch besetzt sein.

1. Wie viele solche Raster gibt es?

2. Fiir welche Werte von n kann ein Fleissnersches n x n-Raster konstruiert

werden? Wie viele solche Raster gibt es?

Aufgabe 9 [Dreiecke aus Punkten in der Ebene]
Sei n > 0 eine ganze Zahl. Sei S eine Menge von n Punkten in der Ebene, so
dass keine drei verschiedenen Punkte von S auf einer Geraden liegen. Zeige, dass
es hochstens %n(n — 1) gleichseitige Dreiecke gibt, die aus drei verschiedenen
Punkten aus S gebildet werden.

Tipp: Zahle die passenden Paare doppelt.

Aufgabe 10 [Punkte und Kreise]
Seien n und k zwei positive ganze Zahlen. Sei S eine Menge von n Punkten in
der Ebene, so dass keine drei verschiedenen Punkte von S auf einer Geraden
liegen, und so dass fiir jeden Punkt p € S ein Kreis mit Mittelpunkt p existiert,
der mindestens k& Punkte von S enthélt. Zeige, dass

1
k<§—|—v2n.
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Discrete Mathematics — Loesungblatt 9

Aufgabe 1 [Permutationen von Multimengen]

1. Sei b € B. Weil ¢ surjektiv ist, existiert a € A mit p(a) = b. Des Wei-
teren ist ¢(a) eindeutig bestimmt. Insgesamt gilt (J,c5 ¢~ " (b) = A, und
e 1 (b) N1 (V') = fiir b # b’ und es folgt die Behauptung.

2. Wir definieren ¢ : [n]™ — Py, 0+ ¢(0) mit ¢(c)(m;) = my(;). Offen-
sichtlich ist ¢ wohldefiniert und surjektiv. Sei m € M ein Element mit
Vielfachheit k. Fiir 7 € Py und 0,0’ € o (7)) gilt 0/ =coT0--- 01y,
wobei 7; eine Permutation von {3, _; k; +1,...,> ., k;} ist. Da es fiir
jedes i genau k;! viele solche Permutationen gibt, folgt die Behauptung.

3. Kombinieren von 1. und 2. gibt:

4
) w({w}>| = P | T 1!
=1

TEPym

n! = ‘[n]<">

4. Ein Anagramm (wenn uns die Bedeutung egal ist) ist einfach eine Permu-
tation der Buchstaben des Wortes. Daher schreiben wir die Buchstaben
des Wortes DISCRETEMATHEMATICS als eine Multimenge. Es gibt 18 Buch-
staben, genauer gesagt: 1 A, 2 ¢, 1 D,3E, 1 H,21,2M, 1R,28,3T.
Folglich ist die Anzahl der Anagramme dieses Wortes: Wm =

S8 — 11115232128 000. '

Aufgabe 2 [Inklusions-Exklusions-Ungleichungen]

1. Betrachte X = {(a,4) ; i € [n],a € A;}. Offenbar gilt | X| = )", |A;[, und
es gibt eine Injektion X — |J, A; gegeben durch (a,i) — a. Daher gilt:
|Uz Al < Zz | Ail.

Andererseits, betrachte a € |J; A;.

Falls a genau zu einem der A; gehort, so wird es genau einmal in der Sum-
me ), [A;| gezdhlt, aber nicht in der Summe >, [4; N A,
Allgemeiner, wenn a zu mehreren A; gehort, sagen wir zu k(a) von ihnen,
dann wird es einmal in ), |4;| gezéhlt, und (k(;))-mal in Z#j |A; N Al
Mit der Konvention (;) = 0 ergibt sich: > |A;] — >, |4 N 4] =
ZaEUi A; L- (k(;)) < Zaeui A; l= |U2 A1|

2. Fixiere m. Fiir K =1 gilt: (-1)*(7) =m=1- (—1)1<m;1).

Erinnere dich an Pascals Identitét (ungewdhnlich geschrieben): ( K’il) -

(") = (&)-
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Angenommen die Formel gilt fiir ein K, dann gilt:

3y (h)= o) + o ()

k=1 k=1

- (_1)K(Kﬁ 1) +1-(-D* (mI; 1)

=1- (- (Kﬁ 1)

3. Fixiere K € [n]. Die rechte Seite ist der iibliche Term des Inklusions-
Exklusions-Prinzips, aufler dass die Summe bei K statt bei n endet.
Wie beim Beweis des Inklusions-Exklusions-Prinzips betrachten wir jedes
x € |J; A; und zdhlen seine Multiplizitét in der rechten Summe.

Fixiere z € | J; A;. Fiir T' C [n] trégt das Element x zur Summe bei genau
dann bei, wenn x € Ay := ﬂieT A;. In der rechten Summe werden nur
T C [n] mit |T| < K betrachtet, daher ergibt sich die Gesamtsumme von
& 2 Y e i< K wear (DT
Sei m := |{i € [n] ; @ € A;}| die Anzahl der A;, zu denen x gehért, dann
gibt es (') Mengen T der GréBe k mit x € Ap (fiir k > 1).
Daraus folgt: Der Beitrag von x ist Zg‘;nl(m’K)(—l)kH ().
Wenn min(m, K') = m, ergibt sich daraus 1 (siehe Vorlesung); andernfalls,
gemaf Teil 2., ist es 1 — (—1)K (" 1).
Letzteres ist grofler als 1 fiir gerade K und kleiner als 1 fiir ungerade K.
Daher ist die rechte Summe gréBer als - o) 4,1 = U; 4| fiir gerade K
und kleiner fiir ungerade K. '
Dies liefert die behaupteten Ungleichungen.

4. Um einen Gleichheitsfall zu haben, muss fiir alle = gelten, dass min(K, m) =
m (wobei m wie zuvor die Anzahl der A; ist, zu denen z gehort).
Anders ausgedriickt, es darf kein z geben, das zu mehr als K der A; gehort.
Dies ist dquivalent zur angegebenen Aussage.

Aufgabe 3 [Taschengeld mit Einschrankungen]

1. Eine Moglichkeit, 30 Miinzen a 1€ auf 3 Kinder zu verteilen, entspricht
einer (geordneten) Partition von 30 in 3 Teile. Man kann die Polynomform
direkt aus der Vorlesung schreiben.

Oder man entwickelt:

30 3 30 90
(ZX“) =Y X”XbXC:Z< > 1) X"
a=0 a,b,c=0 k=0 \a+b+c=k

Die Zahl )~ tbte—i L ist die Anzahl der Moglichkeiten, eine Menge mit k
Elementen in 3 Teile zu unterteilen (wobei jeder Teil zwischen 0 und 30
Elemente haben kann).
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Verwende das Polynom (X +- - -+ X3%)3 und lies die obige Argumentation
erneut, wobei du 0 durch 1 ersetzt.

Verwende das Polynom (1 + X + -+ X30)2. (X104 X1 4 ... 4 Xx30),
Verwende das Polynom (X8 + X% 4.+ + X302 . (1 + X +--- + X39).
Mit einem Taschenrechner kann man (1+ - - -+ X3°)3 entwickeln oder alle
Tripel (a1, ag, as) betrachten, wobei a; > 0 und aj + as + a3 = 30 gilt. Es
gibt 31 mogliche Werte fiir a1, danach 31 — a; Werte fiir a2, und wenn a;
und ay festgelegt sind, gibt es genau 1 Mdoglichkeit fiir az. Insgesamt also:

30 31
. 31-(31+1
Z(Sl—al):Zz:%:iﬂ-lG:él%
al =0 =1
mogliche Verteilungen.
Aufgabe 4 [Konvergenzradius und asymptotisches Verhalten]

1.

Seir = % Es gilt a,, < (%)n fiir alle n, und r ist die grofite Zahl mit dieser
Eigenschaft. Auflerdem:

A(z) =) (52)" = -

n>0

Fiir z > % konvergiert a,, 2" nicht gegen 0, wenn n — 400, daher divergiert
die Reihe gegen +o0o (beachte, dass A(z) in diesem Fall negativ ist, was
fiir eine Reihe, die positive ganze Zahlen zéhlt, ein Problem darstellt); fiir
z < % konvergiert die Reihe gegen A(z) (endlich und positiv). Beachte:
A(%) ist nicht definiert.

Per Definition von r gilt fiir jedes z > r: a,2z™ > 1 fiir unendlich viele
n, also ist die Reihe ) a,2" nach unten durch unendlich viele Einsen
beschriankt und divergiert gegen +oo.

Sei z < r, und wahle n,, sodass a,y” <1 fiir alle n > no:

z n
g anz" = E apr™ - <7)
r
n n

n=0 n>0
No
" 1
= g anz"” + 1_z
n=0 r

Somit konvergiert die Reihe )", a,2™ (die erste Summe ist endlich).

(Korrekt wiire, den Radius als Supremum aller y zu definieren, fiir die
n n

an < (%) fiir grofle n gilt, und den Beweis entsprechend mit g—n zu

wiederholen, fiir z <y < r.)

101



4. Begriindungen siehe unterhalb der Tabelle: Hauptidee ist, die kleinste

,Polstelle“ von A(z) zu berechnen, z. B. den kleinsten Wert z, fiir den

A(z) = 400 gilt oder A(z) eine Wurzel aus einer negativen Zahl enthélt.
Folge a, Begriindung r?
Exponentiell p™ fiir p > 0 A(%) =400 o

Fibonacci-Zahlen

Catalan-Zahlen

Motzkin-Zahlen

Schroder-Zahlen

Cayley-Zahlen

kleinste Nullstelle von 1 — z — 22 ist %\/g

v/1 — 4z undefiniert fiir z > %

V1 —2z— 322 fiir z > % undefiniert

siche unten (a)

VI =62+ 27 undefiniert fiir 3~ 2v2 < 2 < 3+2v2 | (5=

Wurzelbdume mit 2 oder 3 Kindern siehe unten (b)

(-) Angenommen, es gibt eine Funktion f mit f(A(z)) = z, also A(z) =
f~1(2) dort wo f~! definiert ist. Der kleinste Wert z, fiir den f~*
nicht definiert ist, ist jener, bei dem f(z) denselben Wert wie f(x) fiir
x < z annimmt. Dies geschieht fiir z = z, + €, wobei f/(z,) = 0 und
€ > 0 beliebig klein (siehe Skizze). Daher ist der Konvergenzradius
r= % mit f'(z,) = 0.

(a) Hier ist f(z) = £, also f'(z) = =%, Somit ist f/(1) = 0 und f(1) =
%, daher ist der Radius e.

(b) Hier ist f(z) = {35735s, also f'(z) = % Das Polynom 1 —
22 —223 hat genau eine reelle Nullstelle z, ~ 0,657, und ﬁ ~ 2,611.
Aufgabe 5 [Bonus — Kodierung einer Menge durch ihre Summe]

Fiir eine Menge von Zahlen A sei S(A) =} . 4 a die Summe der Zahlen in A.
Fiir eine Menge A der Grofie hochstens 10, die aus zweistelligen Zahlen besteht,
gilt: S(A) < S5({99,98,97,...,90}) = 945. Fixieren wir nun eine Menge X
von Startzahlen und betrachten alle Teilmengen A C X. Da |X| = 10, gibt es
210 = 1024 solcher Teilmengen A. Wenn jede Teilmenge A nur durch Kenntnis
ihrer Summe S(A) wiedergefunden werden kann, bedeutet das, dass S injektiv
auf den Teilmengen von X ist (d.h. keine zwei verschiedenen Teilmengen von
X haben die gleiche Summe). Dies impliziert, dass S 2!° = 1024 Elemente (alle
Teilmengen von X) auf hochstens 945 Bilder (alle moglichen Summen einer
Menge der Grofle hochstens 10) abbildet. Daher kann S nicht injektiv sein, und
es wird unmoglich sein, jede Teilmenge A aus der Kenntnis von X und S(A)
wiederzufinden, unabhingig von der Wahl des X.

Wenn X = {1,2,4,8,16,32,64} ist, dann gilt nicht nur |X| = 7, sondern
auch, dass die Startzahlen Potenzen von zwei sind. Da die Darstellung jeder Zahl
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in bindrer Form einzigartig und eindeutig ist, reicht die Kenntnis der Summe
aus, um die Teilmenge wiederherzustellen (und alle Summen zwischen 0 und
127 sind mdglich).

Sie kénnen nun versuchen, X der Grofien 8 und 9 zu finden, die aus zweistel-
ligen Zahlen bestehen, sodass keine zwei Teilmengen die gleiche Summe haben,
oder beweisen, dass es solche nicht gibt.

103
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Institut fir Mathematik Germain Poullot
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Diskrete Mathematik — Sommersemester 2025
Ubungsblatt 10

Bei jeder Aufgabe konnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann
bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Aufgabe 1 [Inversion]
Erinnern Sie sich daran, dass 22 = z(z — 1)(z — 2)...(x — n + 1).

Fiir k,n € N konnen die Stirling-Zahlen erster Art s(n, k) definiert werden
durch folgende Gleichung von Polynomen

n

Xt =3 (=1)"Fs(n, k) X",

k=0

1. Seien m,n € N, m,n > 1. Zeigen Sie, dass die Anzahl aller Abbildungen
f: [n] = [m] gegeben ist durch

m" = Z S(n, k)mk.
k=0

2. Folgern Sie aus (i), dass die Stirling-Zahlen zweiter Art die folgende Po-
lynomgleichung erfiillen:

X" =" S(n k)X~
k=0

3. Beweisen Sie die Stirling-Inversionsformel: Fiir zwei Folgen (u, ), (vy) gilt,
dass .
Uy = Z S(n, k)uy fir allen >0
k=0
genau dann, wenn

Uy = Z(—l)ﬂ_k’s(’n, k)vy fiir alle n > 0.
k=0

4. Folgern Sie, dass

Z S(n, k)(=1)F™s(k,m) =

{1 falls n = m,
k>0

0 falls n #m.
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Aufgabe 2 [Worter mit Bedingungen)
Betrachte die Worter (d.h. endliche Folgen) der Linge n, die wir mit den Buch-
staben a, b, ¢ schreiben kénnen, wobei verlangt wird, dass die Anzahl der ver-
wendeten a gerade ist, die Anzahl der verwendeten b ungerade ist, und die
Anzahl der verwendeten ¢ beliebig sein darf.

Bezeichne mit w,, die Anzahl solcher Worter und mit W(z) = >-, <, wnfl—, die
zugehorige exponentielle erzeugende Funktion.

1. Berechne wy, fiir n < (Erinnere dich: 0 ist gerade und nicht ungerade).

2. Sei A(z) die exponentielle erzeugende Funktion der Anzahl von Wortern
der Linge n mit einer geraden Anzahl von a (und ohne b oder c).
Definiere B(z) und C(z) entsprechend und zeige, dass W (z) = A(z)-B(z)-
C(z) gilt.

3. Zeige, dass C(z) = €7, dann A(z) = 3(e* + e %) und B(z) = 1(e* — e~ 7).

4. Leite daraus W(z) und w,, her.

Aufgabe 3 [Cayley-Zahlen]
Die Fragen 1. und 2. dienen dem wvollstindigen Verstindnis des Themas: Sie
erhalten keine Punkte fiir deren Bearbeitung, und Sie verlieren keine Punkte,
wenn Sie sie nicht bearbeiten. Sie konnen den Text einfach durchlesen und mit
Frage 3 beginnen.

Sei C eine Kollektion unendlich vieler verschiedener Objekte (z. B. Graphen,
Teilmengen, Pfade), von denen jedes eine bestimmte Grifle besitzt (z. B. Anzahl
der Knoten, Kardinalitét, Linge), die eine ganze Zahl ist.

Sei C; die Kollektion der Listen in C der Linge ¢ und ¢; = |C;|. Sei C(z) =

> >0 Cn2" die zugehorige (gewdhnliche) erzeugende Funktion und I'(2) = 3°, o &

die zugehorige exponentielle erzeugende Funktion.

1. Zeige, dass der Koeffizient von z" in der Reihe C(z)* die Anzahl der
Sequenzen von Objekten (ay, ..., ) zihlt, wobei o; € C und die Grofien
der aq,...,ax sich zu n summieren.

2. Leite daraus ab, dass der Koeffizient von z" in ﬁ(z) die Anzahl der
Sequenzen von Objekten aus C zéhlt, deren Gréflen sich zu n summieren.

3. Zeige, dass der Koeffizient von Zn—r; in der Reihe £I'(2)* die Anzahl der
Mboglichkeiten angibt, eine Partition von [n] in k Teile zu wihlen und
jedem Teil P dieser Partition ein Objekt o € C|p| zuzuordnen.  (Erinnere
dich: Die Teile einer Partition sind nicht geordnet.)

4. Leite daraus ab, dass der Koeffizient von 2" in e"(*) die Anzahl der
Moglichkeiten angibt, eine Partition von [n] zu wihlen und jedem Teil
P dieser Partition ein Objekt o € C|p| zuzuordnen.

Sie haben bereits Anwendungen des obigen Satzes auf (gewohnliche) erzeu-

gende Funktionen gesehen.

Sei a, die Anzahl der Moglichkeiten, eine Mauer der Linge n und Hohe 2 aus
Dominosteinen zu bauen, die vertikal oder horizontal platziert werden kénnen.
Hier ist eine Mauer eine Sequenz, gebildet aus der Kollektion C = {11 8}.

Die Grofie eines Dominos ist seine horizontale Breite (weil wir eine Mauer der
Breite n wollen): Die Grofle von Hist 1, und von (17 ist 2.

105



was tatséchlich die

Also ist C(z) = 2z + 22 und A(z) = 17(17(2) = 1,
(gewohnliche) erzeugende Funktion der Fibonacci-Zahlen ist.

Die néchsten Fragen betreffen eine Anwendung des zweiten Satzes.

5. Betrachte Bdume auf den Knoten [n] mit einem rot markierten Knoten
(alle anderen sind schwarz). Wir nennen 7 die Kollektion aller markierten,
beschrifteten Baume ohne Gréfienbeschrinkung.

Zeige, dass es eine Bijektion zwischen markierten, beschrifteten Bédumen
auf n Knoten und Partitionen von [n — 1] gibt, wobei jedem Teil P der
Partition ein Baum auf |P| Knoten zugeordnet wird.

6. Leite daraus ab, dass die exponentielle erzeugende Funktion T'(z) der mar-

kierten, beschrifteten Bédume folgende Gleichung erfiillt:

T(z) = zeT®
Man kann daraus ableiten, dass es n®~! markierte, beschriftete Baume auf n

Knoten gibt und n™~?2 beschriftete Biume (bei denen alle Knoten gleich behan-
delt werden).

Aufgabe 4 [Zahlencodes]
Es sei f(n) die Anzahl der Zahlencodes der Lénge n, in denen nur die Ziffern 0,
1 und 2 vorkommen, und in denen niemals zwei Nullen hintereinanderstehen.

(i) Es sei f(0) = 1. Geben Sie eine rekursive Gleichung fiir f(n) an und
begriinden Sie Ihre Antwort.

(ii) Berechnen Sie >, - f(n)z".

Fall Sie im Aufgabenteil (i) keine rekursive Gleichung aufgestellt haben,
verwenden Sie im Folgenden alternativ die Gleichung

f(n) =3f(n—1)+2f(n-2)

mit f(0) =1 und f(1) = 2. Diese Gleichung entspricht nicht der Lésung
aus (i)!

(iii) Nutzen Sie Ihre Ergebnisse aus (ii), um eine Folge a,, in Abhéngigkeit von
f(n) so zu bestimmen, dass gilt

1
n __
D ana" = 1— 22— 222
n>0

Fall Sie im Aufgabenteil (ii) mit der alternativen Gleichung gerechnet ha-
ben, bestimmen Sie stattdessen eine Folge a,, in Abhéngigkeit von f(n)
so, dass gilt
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Aufgabe 5 [Bonus — Fibonacci-Zahlen und Priifungsbdgen)
Du organisierst eine Priifung mit 20 Fragen.

Jede Frage kann entweder mit , Wahr* oder ,,Falsch* beantwortet werden.

Fiir jede Frage bewertest du die Antworten von 17712 Studierenden.

Am Ende stellst du leider fest, dass kein einziger Studierender es geschafft hat,
zwei aufeinanderfolgende Fragen korrekt zu beantworten.

Etwas beunruhigt dich jedoch: Zwei Studierende haben genau dieselben Ant-
worten auf alle Fragen gegeben. .. Ist das normal, oder solltest du genauer hin-
schauen, ob sie vielleicht abgeschrieben haben?

Hinweis: Du solltest damit beginnen, rekursiv die Anzahl der Folgen in {0,1}™ zu zé#hlen, in
denen keine zwei Einsen aufeinander folgen. Dann denke an einen italienischen Mathematiker, der

um 1170 geboren wurde.

Abgabe: 02.07.2025 vor 23:59
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Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)

Aufgabe 7 [Gerade und ungerade Teilmengen]
Wir zeigen auf zwei Arten, dass [n] genauso viele Teilmengen gerader Kardina-
litdt wie Teilmengen ungerader Kardinalitit besitzt.

1. Zeige, dass

- n
1 - 1= —1)* =
)3 > =Y} -
AC[n] AC[n] k=0
|A| gerade |A| ungerade

und schliele daraus.

2. Fixiere z € [n]. Zeige, dass die folgende Abbildung f eine Bijektion zwi-
schen der Menge der geraden Teilmengen und der Menge der ungeraden
Teilmengen ist:

FiAm {AU{JE} wenn z ¢ A,
A\{z} wennz € A.

Aufgabe 8 [Anzahl der Losungen einer Gleichung vom Grad 1]
Sei ap g die Anzahl der Losungen der Gleichung
T+, =d,

wobei fiir jedes 4 gilt, dass z; eine (nicht-negative) ganze Zahl ist. Wir wollen
@n,q berechnen.
Sei E die Menge der Losungen:

E={(z1,...,2n) EN" |21+ -+ 2, = d}.
Sei F' die Menge der streng wachsenden Folgen
O<y < <yp=n+d.
Sei G die Menge der Teilmengen von {1,...,n+d— 1} mit der GréBe n — 1.
1. Berechne ay 4, as,q4, an,0 und ay ;.
Finde eine Bijektion zwischen E und F.

2.
3. Finde eine Bijektion zwischen F' und G.
4. Berechne a,, 4.
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Discrete Mathematics — Loesungblatt 10

Aufgabe 1 [Inversion]

1. Dass die Anzahl aller Abbildungen f : [n] — [m] gegeben ist durch m™, ist
ein Resultat der Vorlesung. Fiir die rechte Seite der angegebenen Gleich-
heit, zéhlen wir die gesuchten Abbildungen noch einmal anders ab. Ist
f i [n] — [m] eine Abbildung, so ist f surjektiv als Abbildung von [n]
nach Bild(f). Letzteres ist stets eine nicht leere Teilmenge von [m]. Klas-
sifizieren wir Abbildungen nun nach ihren Bildern, so erhalten wir

Z {f : [n] = A surjektiv}|

AC[m]

= > S(n|A])-|A]!

AC[m]

:Z > S(n,k) -k

=0 A (2)
:Zm(m_ 1) (m—k+1)S(n,k),

was die Behauptung zeigt. Dabei haben wir fiir die dritte Gleichheit ver-
wendet, dass S(n,0) = 0 ist.

2. Wir bemerken, dass es sich bei beiden Seiten der zu zeigenden Polynom-
gleichung um Polynome in X vom Grad n handelt. Zwei solche Polynome
sind gleich, wenn sie an n+ 1 Punkten iibereinstimmen. Nach (i) stimmen
die beiden Polynome bereits auf N iiberein, was die Behauptung zeigt.

3. {1, X,..., X"}, sowie {1, X, X(X-1),...,. X(X=1)--- (X —n+1)} sind
jeweils Basen des Vektorraums der Polynome vom Grad < n. Die entspre-
chenden Basistransformationen werden mittels der Matrizen
(=)™ *s(m, k))1<m<n bzw. (S(m, k))1<m<n geleistet. Die Behauptung

1< <k<

<n

folgt daher direkt aus Satz 2.9 (Inversmn) der Vorlesung.

4. Da die Matrizen T = ((=1)™ *s(m, k))1<m<n bzw. S = ((S(m, k))1<m<n
1<k<n 1<k<n
die beiden Basiswechselmatrizen zwischen den beiden Basen {1, X, ..., X"}
und {1, X, X(X —1),...,X(X = 1)--- (X —n+ 1)} sind, sind sie insbe-
sondere invers zueinander und es gilt S - T = E,,, wobei E,, die (n X n)-
Einheitsmatrix bezeichnet. Fiir die Multiplikation der n-ten Zeile von S
und der m-ten Spalte von T' ergibt sich dann direkt

Z S(n, k)(—l)k_ms(k7m) _ {1 falls n = m,

>0 0 falls n # m.
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Aufgabe 2 [Worter mit Bedingungen)

1. Hier sind alle moglichen Worter mit < 3 Buchstaben, die den Anforde-
rungen entsprechen:
b,
be, cb,
aab, aba, baa, bee, cbe, ccb, bbb,
Daraus folgt: wg =0, w1 =1, we =2, wy =T.

2. Betrachten wir nur zwei Anforderungen, etwa an a und an b, mit den
zugehorigen exponentiellen Erzeugenden A(z) und B(z). Dann gilt:

n

4056 = T e = 3 (St ) 5

p,m>0 n>0

Der mittlere Ausdruck »°, arb,—x (:) zahlt die Anzahl der Moglichkeiten,
ein Wort der Lange n zu bilden, das sowohl die Bedingungen fiir a als auch
fiir b erfiillt (zuerst wihle k, dann entscheide, welche k der n Buchstaben
a sein sollen, dann kombiniere mit der Anzahl Worter der Linge & mit
Buchstaben a und der Linge n — k mit Buchstaben b).

Daraus folgt: A(z) - B(z) - C(z) = W (z), wie gewiinscht.

3. Es gilt ¢, = 1 fiir alle n, also ist C(z) = >, 5 %7 = €°. AuBerdem gilt

| 1 wenn n gerade It . .
ap, = { 0 wenn n ungerade 2 (1+ (=1)™), daher ist die erzeugende
i 1

Reihe A(z) = 1 donso L+ (=1)") 2p = 5(e” + e‘z).
Auf gleiche Weise erhalten wir B(z) = 3(e* — e~ ?).
4. Schlieflich:

W(z)=¢e*- %(ez +e %) %(62 —e %) = *(GSZ — )

Durch Koeffizientenvergleich in W(z) erhalten wir:

w, = 5 (3" = (<1)")

Bitte iiberpriife, dass n = 0,1,2,3 die Werte aus Teil (1) ergibt.
Aufgabe 3 [Cayley-Zahlen]

1. Zuerst gilt:

C2)f = Z CiyCiy - - Cip 21 T2 e — Z( Z Ciy Ciy - - G4

il,ig,...,ikzo ’ILZO 11+L2++1k=n

Andererseits entspricht eine Sequenz der Lénge k aus Objekten in C, deren
Groflen sich zu n summieren, der Form (aq, a, . .., a), wobei a; € C; und
i1+ iy + - i = n gilt.

Daher zahlt die grofie Klammer oben genau diese Anzahl an Moglichkeiten.
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2. Es gilt: ﬁ(z) =Y k=0 C(2)", also zihlt der Koeffizient von 2" in %
die Anzahl der Sequenzen von Objekten mit Gesamtlinge n, ohne Ein-

schrankung auf die Lénge der Sequenz.
3. Wir haben:

[(2)* = Z CiyCiy+ - C

12,0080

n! z
> > CirCiz - G i ) b

n>0 \ij+ig+--+ig=n

itz ik

kll!lQ!...Zk!

Wie viele geordnete Partitionen von [n] mit k& Teilen, denen jeweils ein
Element aus C zugeordnet ist, gibt es?

Zur Konstruktion einer solchen geordneten Partition P bendtigt man: (1)
eine Partition in Teile P, Py, ..., Py mit Kardinalitdten iy, 4o, ..., 4x; und
(2) eine Wahl von a € C;,, a2 € Cyy, ..., o, € Cy.

Die Anzahl der Moglichkeiten in (1) ist:

n TL*’L'l ’Il*ilfigf"'fl‘k_l n!
i1 is ) n T dplin) !

Die Anzahl der Moglichkeiten in (2) ist ¢; ¢y - . . €.

Daher z#hlt der Koeffizient von %ﬂ, in I'(2)* genau die Anzahl solcher
geordneten Partitionen. Das Teilen durch k! entspricht der Unordnung
der Partition.

4. Wir haben e'®) = > k>0 &T(2), daher zshlt der Koeffizient von Zni,L
in () die Anzahl der Partitionen von [n] mit zugeordneten Objekten
(GroBe = Kardinalitit), ohne Einschrinkungen beziiglich der Anzahl der
Teile.

5. Betrachte einen markierten beschrifteten Baum ¢ mit n Knoten. Entfer-
ne den roten Knoten und markiere stattdessen seine Nachbarn rot. Das
ergibt einen Wald: also eine Menge beschrifteter markierter Baume. Die
Knotenmenge jedes Baumes ergibt eine Partition von [n—1] (“—17, da der
rote Knoten entfernt wurde), wobei jedem Teil ein beschrifteter markierter
Baum mit entsprechender Knotenzahl zugeordnet ist.

Umgekehrt: Gegeben eine Partition von [n — 1] und zu jedem Teil P; ein
markierter Baum ¢; der Gréfle |P;|, konnen wir einen markierten Baum
mit n Knoten konstruieren, indem wir (1) einen roten Knoten hinzufiigen
und (2) den markierten Knoten jedes Baumes ¢; mit dem roten Knoten
verbinden.

Dies liefert die gewiinschte Bijektion (Skizzen helfen!).

6. Laut Teil 2 zihlt der Koeffizient von 2"~ ! in e7(*) die Anzahl der Parti-
tionen von [n — 1] mit zugeordneten markierten beschrifteten Béumen.
Der Koeffizient von 2”1 in %T(z) zahlt die Anzahl beschrifteter markier-
ter Bdume mit n Knoten.

Laut Teil 5 sind dies dieselben Zahlen. Daher:

1
ZT(2) = T (?)
“T()=e
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Aufgabe 4

[Zahlencodes]

(i) Betrachten wir die erste Zahl. Ist sie 1 oder 2, so kénnen wir sie mit f(n—1)

Codes der Liange n — 1 kombinieren. Ist sie 0, so muss die zweite Zahl 1
oder 2 sein, und wir kénnen den Rest auf f(n —2) Arten wihlen. Es gilt

also
f(n) =2(f(n = 1) + f(n—2)).
Auflerdem ist f(0) =1 und f(1) =3

(ii) Es gilt

> fn)

n>0 n>2

"= (2f(n—1)+2f(n—2)a" + f(0) + f(1)x

:2Zf(n—1)m"+2Zf(n—2)a:"+1+3x

n>2

:QZf(n

n>1

=22 f(n)

n>1

Yzt 2 Z f(n)x

n>2

"2 414+ 32
n>0

x" + 227 Z f(n)

n>0

"+ 1+ 3z

=2z Z f(n)a™ — 22 + 222 Z f(n)z™ +1+ 3z
n>0 n>0
=2 +22%) ) f(n)a" +1+z.

Damit folgt

n>0

(1 72z72x2);f(n)x =l+z & ;f(n):c = ﬁ
Alternative:
D f)at =) (3f(n—1)+2f(n—2)z" + £(0) + f(1)z
n>0 n>2

:3Zf(n—1)x"+22f(n—2)x"+1+2x

n>2

:3Zf(n

n>1

=3z f(n)

n>1

Yzt 42 Z f(n)x

n>2

2414+ 2
n>0

" + 22° Z f(n)

n>0

"+ 142z

=3z Z anz™ — 3z + 222 Z apr™ + 142

n>0

n>0

z"+1—z.

=3z +22%) Y _ f(n)

n>0
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Damit folgt

1—=z
2 no_ "=
(1=3z-20%) ) f)a" =1-z & Y [(n)a" = .
n>0 n>0
(iii) Es gilt
1 1+ 1
1-2z—-222 1-27-222 1+az
= Z f(n)z™ - Z(—l)nmn
n>0 n>0
n
=2 ( f(k)(—l)""“> 2",
n>0 \k=0
Also ist an, = Y3 f(R)(=1)" 7% = (=1)" 24, f(R)(=1)".
Alternative:
1 . 1l-z 1
1-32—222 1-32—-222 1—2x
n>0 n>0
= Z ( f(k)) z".
n>0 \k=0
Also ist a,, = Zzzo f(E).
Aufgabe 5 [Bonus — Futurama’s Theorem]

Die Losung ist hier:
https://www.youtube.com/watch?v=J65GNFfL94c
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Ubungsblatt 11

Bei jeder Aufgabe konnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann
bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Aufgabe 1 [Teilmengen mit Abstédnden]
Sei a,, die Anzahl der Teilmengen X C [n], sodass fiir alle ¢,j € X gilt: Wenn
|7 —1i| < 3, dann ist ¢ = j.
1. Finde eine Gleichung, die einige der Zahlen a,,, ap—1, Gn—2, an—_3 enthalt.
2. Leite die (gewshnliche) erzeugende Funktion der Zahlen a,, her.
3. Zeige durch Ableitung, dass das Polynom z + 1 —x — 23 genau eine reelle
Nullstelle x, hat.
4. Zeige: 0 < z, < 1.
Folgere, dass die beiden anderen (komplex konjugierten) Nullstellen von
1—x— IB einen Betrag > 1 haben. Hinweis: Es handelt sich um eine

kombinatorische Aufgabe. ..

Aufgabe 2 [Katalytische Variablen und Brunnen]
Ein (n, k)-Brunnen ist eine Sammlung von n Kreisen mit Radius 1 (genannt
Miinzen), die in Reihen aus sich beriihrenden Miinzen angeordnet sind, sodass
die unterste Reihe (die sogenannte Basis) aus k sich beriihrenden Miinzen be-
steht, und jede andere Miinze genau zwei Miinzen der vorherigen Reihe beriihrt,
siehe Figure 20.

Sei fnr die Anzahl der (n,k)-Brunnen, f,, die Anzahl der Brunnen mit n
Miinzen und ¢ die Anzahl der Brunnen, deren Basis k¥ Miinzen enth#lt. Wir
mochten F'(x) =) <, fna™ berechnen.

1. Zeichne alle Brunnen mit 5 Miinzen.

2. Sei g, die Anzahl der Brunnen mit n Miinzen und einer Basis aus &
Miinzen, wobei die zweite Reihe k—1 Miinzen enthélt. Definiere die Reihen
F(z,t) = Zn,k:ZO forx™t* und G(z,t) = kazo Gn kT"t*. Zeige g, =
frn—k k-1, und folgere: G(z,t) = xtF(z, xt).

3. Betrachte die erste fehlende Miinze in der zweiten Reihe eines Brunnens,
und zeige: F(z,t) =1+ F(z,t) - G(x,1).

4. Folgere:
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Abbildung 20: Alle Brunnen mit Basis aus 4 Miinzen

5. Zeige, dass c¢i eine Catalan-Zahl ist, indem du eine Bijektion zwischen
Brunnen mit Basisgréfle £ und Dyck-Pfaden einer bestimmten Linge kon-

struierst. Folgere:
1 1—v1—4t

1— —21t 2t

-

Hinweis: Betrachte die Miinzen, die nicht von anderen Miinzen iiberdeckt werden, und ver-

binde ihre Mittelpunkte.

Aufgabe 3 [Motzkin-Pfade]
Ein Motzkin-Pfad der Lénge n ist ein Pfad P = ((0,y0), (1,41),.-.,(n,y,)) von
(0,0) nach (n,0), wobei y; — y;—1 € {—1,0,+1} und y; > 0 fiir alle ¢ gilt.
Wir bezeichnen mit m,, die Anzahl der Motzkin-Pfade der Léinge n und mit
M(z) =3, ~omn 2" die zugehorige erzeugende Funktion.
1. Zeichne alle Motzkin-Pfade der Léngen 2, 3 und 4.
2. Zeige, dass es eine Bijektion gibt zwischen Motzkin-Pfaden der Lénge n
mit y; = 0 und Motzkin-Pfaden der Liange n — 1.
3. Verwende Ideen von Dyck-Pfaden, um zu zeigen, dass es eine Bijektion
gibt zwischen Motzkin-Pfaden mit y; > 0 und Paaren von Motzkin-Pfaden
(Q, 9", wobei die Langen von Q und Q' sich zu n — 2 summieren.
Hinweis: Betrachte i, > 1 als das kleinste ¢ mit y;, = 0, und teile entsprechend.
4. Folgere: M(z) = 22M(2)? + zM (z) + 1.
5. Lose die Gleichung und erhalte:

Aufgabe 4 [Nicht selbst iiberschneidenden Wege]

Sei a, die Anzahl der sich nicht selbst iiberschneidenden Wege in Z2? mit
n Schritten, wobei der Startpunkt (0,0) ist und nur Schritte in Richtung Nor-
den N, Osten E und Westen W gemacht werden diirfen. (N = (1,0), E =
(0,1), W = (0,—1)). Man setze ag = 1.

(i) Zeigen Sie, dass a; = 3 gilt und dass fiir n > 2 die Rekursion

ap = 201+ Gp_2
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erfiillt ist.

(ii) Bestimmen Sie Polynome P(z) und Q(z), sodass

P(z
b= 22

n>0

wobel Q(z) minimalen Grad haben soll.
(iii) Geben Sie eine explizite Darstellung fiir a,, an.

(iv) Wie viele Wege gibt es, falls die Einschriinkung, dass sich Wege nicht selbst
iiberschneiden diirfen, fallengelassen wird?

Aufgabe 5 [Bonus — Dezimalentwicklung)
Aus einem zufilligen Grund gibst du 0,5 — /0,249 in deinen Lieblingsrechner
ein und siehst folgendes erscheinen:

0,001001 002005014 042132 ...

Da du dem Kurs sehr aufmerksam gefolgt bist, erkennst du darin den Anfang
der Folge der Catalan-Zahlen wieder: 1,1,2,5,14,42,132, ...
Leider sind die niichsten drei Ziffern der Dezimalentwicklung von 0,5—+/0,249
gleich 430, wiahrend die néchste Catalan-Zahl 429 ist.
In deinem besten Versuch fragst du deinen Rechner nach 0,5 — +/0,2499 und
siehst:
0,0001 0001 0002 00050014 0042 01320429 14304863 . . .

Alle Ziffern bis auf die letzten vier stimmen mit den Catalan-Zahlen iiberein!

Erkldre, warum man in der Dezimalentwicklung von 0,5—+/2499. . .99 (wobei
die Ziffer 9 genau n-mal vorkommt) alle Catalan-Zahlen mit hochstens n + 2
Stellen sehen wird — mit Ausnahme der letzten.

Abgabe: 09.07.2025 vor 23:59
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Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)

Aufgabe 7 [Partitionen und Modulo]
Sei p(n) die Anzahl der ganzzahligen Partitionen von n (d.h. die Anzahl der
Mboglichkeiten, n als Summe ganzer Zahlen zu schreiben). Wir méchten zeigen,
dass p(5m + 4) durch 5 teilbar ist fiir alle m > 0.

Fiir zwei erzeugende Funktionen A(z) = > <, an,2" und B(z) = >, oo bn2"
schreiben wir A(z) = B(z) [k], wenn fiir alle n gilt: a,, = b, [k] (d.h. b — a ist
durch k teilbar). Das Symbol = zwischen erzeugenden Funktionen verhilt sich
wie gewdhnlich: wenn A(z) = B(z)[k] und C(z) = D(z)[k], dann gilt auch
A(z) + C(z) = B(z) + D(z) [k] und A(z) - C(z) = B(z) - D(z) [k], usw. Wir
nehmen an, dass alle in dieser Aufgabe verwendeten unendlichen Summen und
Produkte konvergieren.

1. Erinnere dich an die erzeugende Funktion von p(n).

2. Schreibe ﬁ als Summe, und zeige dann, dass (1fz)5 = 112: [5].

3. Leite daraus ab, dass

(1—2%)(1— 2101 —215) ...
(1=2)(1=22)(1=23)...)°
4. Zeige, dass 5 den Koeffizienten von 25 in z- ((1—z)(1—2%)... )4 teilt.

5. Verwende folgende Gleichung, um zu zeigen, dass 5 stets p(5m + 4) teilt
fiir alle m > 0:

=115].

S pn-1)n = 2((1=2)(1-22).. )t L2

= (L4210 ) (142104220

Aufgabe 8 [Worter, die Worter vermeiden]
Fixiere ein Alphabet A (d.h. eine endliche Menge) mit m = |A| > 2. Ein Wort
iiber A ist eine geordnete Folge p = (p1,p2,...,pr) mit p; € A. Die Linge von
p ist r.

1. Wie viele Wérter der Lénge 5 gibt es iiber dem Alphabet A = {a, b, c}?

2. Sei m die Kardinalitit von 4. Wie viele Worter der Lénge r gibt es?

3. Schreibe die erzeugende Funktion »° ., a,2", wobei a, die Anzahl der

Wérter der Léange r ist.

Fixiere ein Wort p der Lénge r. Wir sagen, dass p i-selbstkorreliert ist fiir ein
i € [r], wenn (pit1,Pit2;---,0r) = (D1,D2,--.,Pr—i), wobei alle Indizes modulo
r betrachtet werden. Wir setzen ¢; = 1, falls p i-selbstkorreliert ist, und ¢; = 0
sonst; und definieren das Selbstkorrelationspolynom c(z) = Z:;Ol izt

4. Berechne das Selbstkorrelationspolynom fiir das Wort p = (a, a, b, b, a, a).
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5. Fixiere ein Wort p. Betrachte ein anderes Wort q = (¢1,...,¢s). Das r-
finale Teilwort von q ist (¢s—r+1, - - -, ¢s). Bestimme mit Hilfe von ¢(z) die
erzeugende Funktion (nach Linge) der Worter q iiber dem Alphabet A,
sodass p gleich dem r-finalen Teilwort von q ist, aber nicht gleich einem
anderen Teilwort von q.

6. Zeige, dass die erzeugende Funktion (nach Linge) der Worter q iiber dem
Alphabet A, die p vermeiden (d.h. p kommt in g nicht als Teilwort vor),
gegeben ist durch:

c(2)

2"+ (1 —mz)c(z)

S(z) =

Aufgabe 9 [Dyck-Pfad-Fliche und markierte Klassen]
Die Fliche eines Dyck-Pfads P ist die Anzahl ganzzahliger Punkte in N x N, die
auf oder unter dem Pfad P liegen. Beispielsweise hat der Pfad ((0,0), (1, 1), (2,0))
Fldche 4. Wir bezeichnen mit b,, die Summe der Flidchen aller Dyck-Pfade der
Lénge 2n.

1. Zeichne alle Dyck-Pfade der Lénge 2 - 3 und bestimme deren Fldchen.

2. Zeige, dass b, dquivalent ist zur Anzahl der Paare (P, z), wobei P ein
Dyck-Pfad ist und z ein Punkt unter oder auf dem Pfad P in N x N.

3. Schreibe die iibliche rekursive Zerlegung von Dyck-Pfaden auf und leite
eine Version fiir die Anzahl solcher Paare (P, x) ab.

4. Sei eine kombinatorische Klasse C = (Cy,...) durch die erzeugende Funk-
tion C(z) = ;5 k2" gegeben. Wir definieren die markierte Klasse C*
durch Cp = {(v,4); v € C, i € [k]}. Bestimme die erzeugende Funktion
von C*® in Abhanglgkelt von O(Z) (Hinweis: Ableitungen sind niitzlich.)

5. Schreibe eine funktionale Gleichung, die die erzeugende Funktion B(z)
der Folge (by,)nen mit der erzeugenden Funktion D(z) der Dyck-Pfade
verbindet.

6. Gib einen (oder mehrere) Beweis(e) dafiir an, dass b,, = 4™, mithilfe einer
geschickten Bijektion.

7. (Er)schlieBe daraus die erzeugende Funktion D(z).

Aufgabe 10 [Narayana-Zahlen]
Fiir einen Dyck-Pfad P = ((0,40),(1,41),...,(2n,y2,)) heifit ein Index i €
[1,2n — 1] ein Gipfel, wenn y;—1 < y; > yi+1. Wir bezeichnen mit p(P) die
Anzahl der Gipfel eines Dyck-Pfads P. Wir moéchten die erzeugende Funktion
in zwei Variablen N(z,t) = 3 o> 150 Nnx t¥2" bestimmen, wobei N, j die
Anzahl der Dyck-Pfade der Lénge 2n mit k Gipfeln ist. Die Zahlen N,,  heiflen
Narayana-Zahlen.
1. Berechne die Narayana-Zahlen N(4,k) fiir alle k, indem du alle Dyck-
Pfade zeichnest.
2. Sei fiir einen Dyck-Pfad P der kleinste Index i, mit y2;, = 0 und ic > 0
gegeben. Zeige, dass es eine Bijektion zwischen Dyck-Pfaden P der Linge
2n mit k Gipfeln und i, = n und Dyck-Pfaden der Lénge 2(n — 1) mit &k
Gipfeln gibt.
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3. Zeige, dass es eine Bijektion zwischen Dyck-Pfaden P der Lénge 2n mit
k Gipfeln und i, < n und Paaren von Dyck-Pfaden (Q, Q') gibt, sodass
die Summe der Lingen von Q und Q' gleich 2(n — 1) ist, die Summe der
Gipfelanzahlen k ergibt, und Q' nicht die Linge 0 hat.

4. Leite daraus her: N(z,t) =14 zN(z,t) + tzN(z,t)(N(z,t) — 1).

5. Lose die Gleichung und erhalte:

NGty = o (1420 - 1)~ VI 220+ 1)+ 20— 1F)

T 2tz
1/n n
=3 () 1)

7. (Plausibilitdtspriifung) Fiir ¢ = 1 sollte man die gewohnlichen Catalan-
Zahlen erhalten. Setze ¢ = 1 in obige Gleichung ein und verifiziere, dass
du die Gleichung der Catalan erzeugenden Funktion erhiltst. Leite daraus
Zk (Z) (kﬁl) ab. Diese Summe kann direkt iiber die Chu-Vandermonde-Identitéit

berechnet werden.

6. Schliefle daraus:

Aufgabe 11 [Schroder-Wege]
Sei f, die Anzahl der Pfade ((xo, Y0), (T1,Y1)y -+ (X4, yr)) mit (41— T4, Yip1 —
y;) € {(1,0),(1,1),(0,1)}, wobei (zg,y0) = (0,0), (zr,yr) = (n,n) und z; > y;
fiir alle ¢ gilt. Ein solcher Pfad heifit Schréder-Weg der Grofie n. Die Anzahl
solcher Wege sei s,,, und die erzeugende Funktion ist S(z) = >, <, 50 2"

1. Zeichne alle Schréder-Wege der Grofe n < 4. B

2. Sei i, der kleinste Index mit ic > 0 und x;, = y;,. Zeige, dass es eine
Bijektion zwischen Schrioder-Wegen der Grofie n mit i, = 1 und Schréder-
Wegen der Grofle n — 1 gibt.

3. Zeige, dass es eine Bijektion zwischen Schroder-Wegen der Grofie n mit
io # 1 und Paaren von Schroder-Wegen (Q, Q') gibt, deren Gréflen sich
zu n — 1 summieren.

4. Leite daraus her: S(2) = 25(2)! + 25(2) + 1.

5. Lose die Gleichung und erhalte:

S(2) i(1—2—\/1—62’—&—2’2)

T 22

Aufgabe 12 [Lagrange-Inversionstheorem)]
Sei F': z + > <0 fuz" eine Funktion mit fo = F(0) # 0. Angenommen, die
erzeugende Funktion A(z) = Y, - a,2™ erfiillt A(z) = F(A(z)). Wir nehmen
an, dass dann a,, gleich dem Koeffizienten von 2"~! in %F (2)™ ist. Dies ist das
Lagrange-Inversionstheorem.
1. Verwende Lagrange-Inversion zur Berechnung der Anzahl markierter, be-
schrifteter Baume, deren exponentielle erzeugende Funktion T'(z) = ) - %52"

die Gleichung T'(z) = z ) erfiillt.
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2. Erinnere dich, dass die erzeugende Funktion der Catalan-Zahlen C(z) =
350 Cnz™ die Gleichung C(z) = C(z)? 4 1 erfiillt. Verwende Lagrange-
Inversion auf B(z) = C(z) — 1, um erneut die Formel fiir die Catalan-

Zahlen herzuleiten:
1 2n
C, =
n+1 ( n )
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Discrete Mathematics — Loesungblatt 11

Aufgabe 1 [Teilmengen mit Abstéinden]

1. Sei X,, die Menge aller Teilmengen X C [n], sodass fiir alle 4,j € X gilt:
Wenn |i —j| < 3, dann ist ¢ = j. Fixiere ein X € X,;: Entweder n € X oder
né¢ X.Fallsn € X,danngiltn—1¢ Xundn—2¢ X.SeiY = XN[n—3],
dann gilt X = {n}UY und Y € X&,,_3. Umgekehrt gilt: Fiir alle Y € &,,_3
ist ({n}UY) € X,. Falls n ¢ X, dann ist X € X,,_;. Daraus ergibt sich
eine Bijektion zwischen A, und X,,_1 U &), _3. Dies ergibt die Rekursion
p = Gp_1 + ap_3, bzw. dquivalent a,, — a1 — a3 = 0.

2. Dank des Satzes iiber lineare Rekursionen ergibt sich: A(z) =), o, an2™ =

P(z)

wobei P ein Polynom vom Grad hochstens 2 ist. Um P zu be-

1—2—2%"
stimmen, berechnen wir A(z) im Detail (direktes Z&hlen ergibt ag = 1,
ay =2, ag =4):
A(z) =142z +42° + Z(anq + a,_3)z"
n>3
=1+22+42%2+2 Z an_12" 1+ 23 Z Ap_g2" 3
n>3 n>3
=1+42z+42" + 2(A(2) — 1 — 22) + 2°A(2)
=142z +42% + 2(A(2) — 1 — 22) + 2*A(2)
1+ 2+ 222
= Alz) = ———
() 1—2z-23

3. Die Ableitung von z + 1 — 2 — 23 ist  — —1 — 322, was fiir alle z € R
negativ ist. Daher ist £ — 1 — 2 — 2 streng monoton fallend auf R.
Da dieses Polynom gegen +oo strebt fiir £ — —oo und gegen —oo fiir
x — +00, schneidet es die 2-Achse genau einmal: das Polynom 1 — x — 23
hat genau eine reelle Nullstelle.

4. Firz=0ist 1 —z—23=1>0,und firz =1list 1 —2 — 23 = -1 < 0,

also liegt geméf der vorherigen Frage die eindeutige reelle Nullstelle von
1 — 2 — 2 zwischen 0 und 1. Nun erinnern wir uns daran, dass a, =
1ol + o0y +czafy gilt, wobei ag, ap und a3 die Nullstellen des Polynoms
1 — 2 — 23 sind (und ¢y, co, c3 reelle Zahlen). Wenn |a;| < 1 und |as| < 1
und |as| < 1, dann wiirde a,, — 0 gelten.
Da wir jedoch gezeigt haben, dass die reelle Nullstelle von 1 — x —
Betrag kleiner als 1 hat, und da a,, — +o00 (weil es eine Anzahl von Teil-
mengen zihlt, die offensichtlich gegen unendlich geht), muss mindestens
eine der komplexen Nullstellen Betrag > 1 haben. Da komplexe Nullstellen
konjugiert auftreten, haben beide Betrag > 1.

3

Aufgabe 2 [Katalytische Variablen und Fonténen]
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. Es gibt 5 solche Fontédnen: 1 mit 5 Miinzen an der Basis, 3 mit 4 Miinzen
an der Basis (und 1 Miinze in der zweiten Reihe), 1 mit 3 Miinzen an der
Basis (und 2 Miinzen in der zweiten Reihe).

. Nimm eine Fonténe mit n Miinzen, deren Basis k Miinzen hat und deren
zweite Reihe k£ — 1 Miinzen hat, und entferne die Basis: Du erhéltst eine
Fonténe mit n—k Miinzen, deren Basis k—1 Miinzen hat (es ist tatséchlich
eine Fonténe, da in der zweiten Reihe der Ausgangsfonténe keine Miinze
fehlt). Das definiert eine Bijektion zwischen (n, k)-Fontédnen mit komplet-
ter zweiter Reihe und (n — k, k — 1)-Fonténen. Also gilt g,k = fn—k k-1
Schreibt man die erzeugenden Funktionen, so erhélt man (mit j = k — 1
undm=n—k=n—j—1):

G(z,t) = Z fr-kp—1a™th = mejxmﬂﬂtj“ = ztF(x, xt)
n,k 2J

. Fixiere eine (n, k)-Fontdne A. Betrachte die erste fehlende Miinze in der
zweiten Reihe von A, sagen wir die r*® (fiir ein beliebiges r € [k]): Man
kann A in einen linken und einen rechten Teil zerlegen. Der linke Teil
besteht aus einer Basis von r Miinzen zusammen mit allen Miinzen, die
iiber den r linkesten in der Basis von A liegen. Der rechte Teil besteht
aus einer Basis von n — r Miinzen zusammen mit allen Miinzen, die iiber
den n — r rechteren in der Basis von A liegen. Da es die 7*® Miinze in der
zweiten Reihe von A nicht gibt, sind linke und rechter Teil disjunkt (und
deren Vereinigung ist A). Das definiert eine Bijektion von nicht-leeren
(n, k)-Fonténen auf Paare von Fontéinen (B, B’), wobei B eine Fonténe
mit kompletter zweiter Reihe ist, die Summe der Miinzanzahlen von B
und B’ gleich n und die Summe der Basenlingen von B und B’ gleich k
ist. Somit gilt auf der Ebene der erzeugenden Funktionen (das +1 steht
fiir die leere Fonténe mit 0 Miinzen):

F(z,t) = F(x,t) - G(z,t) + 1
. Umschreiben der letzten beiden Gleichungen ergibt:

1 1
F(x,t) = = = ...

Setzt man F(x,2*t) iterativ ein, erhilt man den gewiinschten Ausdruck.
AuBerdem gilt: F(z) =Y, fnz" =3, (X4 fak - 1¥) 2" = F(2,1). Dies
liefert die korrekte Formel.

. Fiir jede (n, k)-Fontine verbindet man die Mittelpunkte der obersten Miinzen,
wodurch ein Dyck-Pfad (Zeichnung machen) der Linge 2k entsteht. Dies
definiert eine Bijektion (man sollte auch die Umkehrung priifen) zwischen
Fontédnen mit Basis £ und Dyck-Pfaden. Daher ist die Anzahl der Fonténen
mit Basis k die k% Catalan-Zahl. Insbesondere zeigt die gegebene Abbil-
dung den Fall &k = 4, und es gibt tatséichlich Catalan(4) = 14 Fonténen
mit Basis 4.
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Auflerdem gilt ¢ = >, funk, daher ist F(1,t) die erzeugende Funktion

der c;. Da ¢ die Catalan-Zahlen sind, erhélt man F(1,t) = 1=¥1=4 V21_4t. Der
linke Ausdruck aus 4. liefert auBerdem F(1,t) = -——.
1

J
t

Aufgabe 3 [Motzkin-Wege]

1.

2.

Es gibt 2 Wege der Lénge 2, 4 Wege der Lénge 3 und 9 Wege der Lange
4, dargestellt in Figure 21.

Wenn y; = 0 ist, dann ist der Weg ((O,yl)7 (Liya),...,(n — 1,yn)) wie-
der ein Motzkin-Weg (entstanden durch Verschiebung des urspriinglichen
Motzkin-Weges nach links), da dieselben Schritte verwendet werden.
Umgekehrt ergibt sich durch Verschieben eines Motzkin-Weges der Lange
n —1 um (4+1,0) und Anhéngen des Punkts (0,0) ein Motzkin-Weg der
Lénge n mit y; = 0.

Da diese beiden Konstruktionen zueinander invers sind, beschreibt dies
die gewiinschte Bijektion.

. Fixiere einen Motzkin-Weg P der Lénge n. Sei i, der kleinste Index mit

¥i, = 0 und Q,, Q" die Teilwege von P von 0 bis i, bzw. von i, bis n. Da
y1 > 0 gilt, ist i, > 1 und Q, beginnt mit dem Schritt (41, +1). Aulerdem
endet Q, wegen der Minimalitédt von i, mit dem Schritt (+1,—1). Nimmt
man den Teilweg Q von Q, von 1 bis i, — 1 und verschiebt ihn um (0, —1),
so erhélt man einen Motzkin-Weg, sodass die Summen der Langen von Q
und Q' gleich n — 2 sind.

Umgekehrt kann man aus zwei Motzkin-Wegen, deren Lingen n — 2 erge-
ben, einen Motzkin-Weg der Lénge n konstruieren, indem man zu Beginn
von Q den Schritt (+1,41) und am Ende den Schritt (+1,—1) anhingt
und den so entstehenden Weg an Q' anfiigt.

Da diese Konstruktionen invers sind, beschreibt dies die gewiinschte Bi-
jektion.

. Ein Motzkin-Weg der Lange n ist entweder der leere Weg, oder ein Motzkin-

Weg mit y; = 0, oder ein Motzkin-Weg mit y; > 0. Aus den beiden vor-
herigen Fragen folgt, dass (bis auf Bijektion) ein Motzkin-Weg der Liinge
n entweder der leere Weg ist, oder ein Motzkin-Weg der Lénge n — 1,
oder ein Paar von Motzkin-Wegen, deren Lingen n — 2 ergeben. Daher
gilt fiir die Anzahl m,, der Motzkin-Wege: mg = 1 und fiir n > 1 gilt
My = Myp—1 + Ziﬂ-:nd m;m;. Summiert man iiber alle n, so ergibt sich:

M(z) =1+ 2M(2) + 22M(2)?

. Umschreiben ergibt die quadratische Gleichung (in der Variable M (z)):

P2M)P+(z-1D)M(z)+1=0
Die Diskriminante ist A(z) = (2 —1)2 =422 = =322 — 22+ 1. Die Losungen

sind
M(z) = —(z—-1)x \/A(z)_

222
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Abbildung 21: Motzkin-Wege der Lénge 4

Fiir z = 0 gilt M(0) = mo = 1. Damit der Bruch konvergiert, muss der
Zahler fiir z — 0 gegen 0 gehen. Deshalb ist

—(2-1) - VA()
M =
(2) 222 ’
was die gewiinschte Formel ist.
Aufgabe 4 [Nicht selbst iiberschneidenden Wege]

(i) a; zéhlt Wege mit genau einem Schritt. Davon gibt es gerade 3 Stiick (N,
E, W). Fiir die Rekursion unterscheiden wir verschiedene Wegtypen von
Wegen der Léange n.

Typ 1: Wege, die mit N beginnen. In diesem Fall ist der Restweg ein
beliebiger Weg der Lénge n — 1, der die angegebenen Bedingungen erfiillt.
Von diesen gibt es a,,_1 viele.

Typ 2: Wege, die mit EN, EE oder WW beginnen. Diese sind in Bijektion
zu Wegen der Linge n — 1. Denn einerseits erhélt man durch verkiirzen
eines Weges der Léange n einen Weg der Liange n — 1 und diese sind nach
Konstrunktion alle verschieden und andererseits kann ein Weg der Linge
n — 1 eindeutig zu einem Weg des angegebenen Typs ergéinzt werden. Es
gibt also a,_1 solcher Wege.

Typ 3: Wege, die mit W N beginnen. In diesem Fall ist der Restweg ein
Weg der Lénge n — 2, der die angegebenen Bedingungen erfiillt. Es gibt
von diesen a,,_o viele.
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Insgesamt folgt die geforderte Rekursion.

(ii) Die Rekursion lasst sich umformen zu

ap = 20p_1 + Gp_o fir n > 2
& Gpto = 2ap41 + ap firn >0
& Apyo — 2ap41 —ap =0 fiir n > 0.

Wegen Satz 11.18 (i) besitzt a,, eine rationale erzeugende Funktion f,(z) =
D >0 an2" = % mit Q(z) = 1 —2z — 2% und P(z) ist ein Polynom vom
Grad kleiner als 2. Es ergibt sich nun:

P(2) = (ap + a1z + hohere Terme )(1 — 2z — 2?)
ag + (—2ap + a1)z
=1+ (-2+3)z
=14z

(iii) Wegen Satz 11.18 (iii) besitzt a,, eine explizite Darstellung der Form
k
i=10

Wir bestimmen zunéchst die ~y; fiir i = 1, ..., k. Dazu berechnen wir zunéchst
die Nullstellen von @Q(z) mit der pg-Formel

zipg=—141241=—-1+V2.
Die 7;’s sind die Kehrwerte der Nullstellen von Q(z)

1 1 V2+1

= = . =v2+1
M= 2 —142 Va+1
1 1 —V2+1
“1-v2 —-1-V2 —v2+1

Alternative: Das reziproke Polynom

1
Q7(x) = #Q() =2 ~2: -1
x
besitzt die Nullstellen z; 0 =1+ v1+1=1% v/2. Die Nullstellen von
Q*(2) entsprechen gerade den ;’s, denn es gilt

Q2) = zQQR%) = z%%—(uﬁ))(l—u—x@)) = (1-(14+v2)a)(1-(1-V2)a).

T
Esfolgt’yl:IJrﬁ, ")/2:1*\/51111(1
an = Py(n)(1+ v2)" + Py(n)(1 - V2)",
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wobei Pj(n) und Py(n) Polynome vom Grad kleiner 1 sind, d.h. es gibt
Konstanten A, B € C, sodass

an = A(1 +V2)" + B(1 —V2)"
Wir setzen die Anfangswerte der Folge ein und erhalten das LGS

1:@0:A+B
3=a; = A(1+v2)+ B(1 -V2),

woraus weiter folgt B =1— A und

3=A1+V2) 4+ (1-A)(1—V2) =2v24+1— 2,

dh A = 20V2 _ @ und B =1-— \/§2+1 = 2_?_1 = 1_2\/5. Daraus

ergibt sich die explizite Darstellung

iy = (H‘ﬁ) (1+\/§)”+<1\@> (1—v2)"

2 2

fir alle n € N.

(iv) Falls sich die Wege iiberschneiden lassen, hat man fiir jeden Schritt 3
Moglichkeiten, sodass sich 3™ als Anzahl ergibt.

Aufgabe 5 [Bonus — Dezimalentwicklung]
Es klingt magisch, ist aber leider nicht so.

Sei C,, die n'® Catalan-Zahl. Eine Zahl, deren Dezimalentwicklung sich in
Dreierblocke aufteilen lidsst, welche die ersten 7 Catalan-Zahlen enthalten, ist:

1 1 1 1
C, C Co+---
0+ 1+10003 2+ -+

Cs.
1000 10002

10007 ©

. . . 1 1 1 n
Betrachten wir also die Reihe >, - 155077tCn = 1050 2ons0 Cn (1059) -

Diese ist die Auswertung von z - C(z) bei z = 1555, wobei C(z) die erzeugende

Funktion der Catalan-Zahlen ist. Aus dem Kurs kennt man: C(z) = 1=41=%

daher gilt:
1 1 /1 1
E ——Cpy =z — /- — —.
10007+1 2 4 1000

n>0

)

Umgekehrt haben wir gerade gezeigt, dass die Dezimalentwicklung der reel-
len Zahl

1 1 1
— =1/ ——— (al — /0,24
5 1~ 1000 (also 0,5 0,249)

die Catalan-Zahlen in 3-stelligen Blocken anzeigt, zusammen mit einigen un-
ordentlichen Ziffern nach der 3 -7 = 21-ten Stelle nach dem Komma. Dieser
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Darstellungs-Trick funktioniert fiir jede Catalan-Zahl mit hochstens 3 Ziffern,
auBer wenn eine grofere (4-stellige) Catalan-Zahl einen Ubertrag erzeugt: Das
passiert nur bei der gréfiten 3-stelligen Catalan-Zahl, ndmlich 429, die so nicht
korrekt dargestellt wird.

Natiirlich zeigt ein Austausch von — durch ﬁ die Catalan-Zahlen in

1000
Blocken von k Ziffern in der Dezimalentwicklung von

111
5\ 1 1o =09 V02499,

wobei die 9 genau k — 2-mal vorkommt.
Ich lade dich ein, deine Freunde mit anderen Dezimalentwicklungen zu iiberraschen:
Es wirkt beim ersten Blick immer sehr mystisch!
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Institut fir Mathematik Germain Poullot
Tarek Emmerich

Diskrete Mathematik — Sommersemester 2025
Ubungsblatt 12

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden. Die Bonusiibung kann
bis zu +5 Bonuspunkte geben (daher sollte man sie nicht zu seiner Prioritét
machen).

Aufgabe 1 [Exponential erzeugende Funktionen]
Erinnere dich: Die exponential erzeugende Funktion zu einer Zahlenfolge (ay,)n>0
ist gegeben durch A(z) =", -, an%.
1. Zeige, dass A'(2) = >, <0 Gn+1 2—7: gilt, wobei A’ die iibliche Ableitung von
A (nach z) bezeichnet.
2. Gib die exponential erzeugende Funktion der Anzahl der Permutationen
an.
3. Sei a, die Anzahl der Permutationen in S,,, deren Quadrat die Identitét
ist, d.h. o(o (7)) =i fiir alle ¢ € [n].
Zeige kombinatorisch: a1 = an + nay—1.
4. Fixiere a, A\, u € R, und leite z aer®’ThT gh.
Finde anschlieffend eine explizite Formel fiir die exponential erzeugende
Funktion von (a,)n>0 (du darfst ap = 1 annehmen).

Aufgabe 2 [Rencontres-Zahlen]
Ein Fizpunkt einer Permutation o € S, ist ein Index j € [n], fiir den o(j) = j
gilt.

Sei D, j, die Anzahl der Permutationen o € S, mit genau k Fixpunkten (genannt

Rencontres-Zahl); definiere die erzeugende Funktion D(z,u) = Y2, >0 D, puf 2

1. Zeige, dass Dy, = (Z)ank,o gilt.

2. Erinnere dich an die Vorlesung (oder beweise es erneut):
LDnozl—%-ﬁ-Q;—*-l- (_1)n%
Folgere daraus: }, o Dn o0 =< und D(z,u) = (;_jz

3. Du hast eine Priifung organisiert, bist aber zu faul zum Korrigieren. Also
gibst du die Priifungsblitter zufillig zuriick und bittest jede Person, das
erhaltene Blatt zu korrigieren.
Angenommen, du hast sehr viele Studierende — schéitze die Wahrschein-
lichkeit, dass niemand sein eigenes Blatt zuriickerhalten hat.

4. Bestimme mithilfe eines Doppeltzédhlarguments den Erwartungswert der

Anzahl von Fixpunkten in einer zufilligen Permutation auf n Elementen.
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Aufgabe 3 [Konjugation von Permutationen]
Das Inverse einer Permutation o € S,, ist die Permutation, bezeichnet als o1,
so dass o(071(i)) = o~ (0(4)) =i fiir alle 4.

1. Fiir 0,7 € S,,, zeigen Sie, dass o und 7o7~! denselben Typ haben.

2. Zeigen Sie, dass o und 0! denselben Typ haben.

3. Schlielen Sie daraus, dass fiir alle ¢ € S, ein 7 € S,, existiert, so dass

ol =101

Aufgabe 4 [Bruhat-Graph und Steinhaus—Johnson—Trotter-Algorithmus]

Der Bruhat-Graph I';, auf Permutationen ist wie folgt definiert: Die Knoten sind

die Permutationen o € S,,, und es gibt eine Kante zwischen o und ¢’, wenn und

nur wenn es eine Transposition® 7 = (i i+1) mit i < n—1 gibt, so dass 0 = o'7.
1. Zeichnen Sie I's, I's.

2. Wie viele Knoten hat I',;? Wie viele Kanten? Zeigen Sie, dass I',, regulér
ist. Welchen Grad hat er?

Fiir welche n ist I',, eulerianisch?

4. Der Steinhaus—Johnson—Trotter-Algorithmus funktioniert wie folgt: Be-
ginnen Sie mit der Identitétspermutation (12 ... n). Nun finden und trans-
ponieren Sie die groftmogliche Zahl, die nach links oder rechts transpo-
niert werden kann, so dass in jedem Schritt eine neue Permutation ent-
steht, die in der Liste der Permutationen zuvor nicht aufgetreten ist. Zei-
gen Sie, dass der Steinhaus—Johnson—Trotter-Algorithmus alle Permuta-
tionen von S,, aufzihlt und folgern Sie daraus, dass I';, Hamiltonian ist.

©w

Aufgabe 5 [Bonus — Futuramas Theorem)]
Im 10%" Episode der sechsten Staffel von Futurama erfindet Prof. Farnsworth
eine Maschine, die es ermoglicht, zwei Geister zwischen zwei Korpern zu tau-
schen. So landet Amys Geist im Korper von Farnsworth und umgekehrt. Das
erste Problem ist, dass, wenn ein Tausch vorgenommen wird, es unmoglich ist,
ihn riickgéingig zu machen (Farnsworth und Amy kénnen ihre Geister nicht
mehr zuriicktauschen). Das zweite Problem ist, dass sehr schnell alle Charak-
tere der Serie die Maschine benutzen: zuerst wird Amys Korper mit Farnsworths
Korper getauscht, dann Benders Korper mit Amys Korper, Farnsworths Korper
mit Benders Korper, Leela mit Farnsworth, Amy mit dem Roboter-Eimer, Fry
mit Zoidberg, Nikolal mit dem Roboter-Eimer, Hermes mit Leela (Figure 22).

Etwa zehn Geister sind auf ebenso viele Korper verteilt... Wie kann man das
16sen?

Die Losung wird von den beiden Mathematiker-Basketballspielern Sweet
Clyde und Bubblegum Tate erklirt: Durch das Hinzufiigen von nur zwei Perso-
nen ist es moglich, alle Geister in ihre urspriinglichen Koérper zuriickzubringen,
unabhéngig von der Anzahl der vorgenommenen Tauschvorgénge.

Der Satz zeigt, dass, wenn die Kérper und Geister von k£ Personen durchein-
ander gebracht sind, es nur 2 zusétzliche Personen und hochstens k 4 3 Tausch-
vorgénge erfordert, um jeden in seinen urspriinglichen Zustand zuriickzubringen.

3Eine Transposition ist ein Zyklus der Linge 2.
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p N == b—
Farnsworth Amy Bender Leela Le seau Fry Zoldberg Nikolai Hermes

Permutations :
| — S & (LA
A% e A= = 4Ax A1
»
I i
2 g ca p e == 4ax K4 —
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PERITL2E2TR
ExaTapam

Abbildung 22: Der Geist der Person oben (im rosa Bereich) befindet sich nun im
Korper der Person unten. Auf dieser Abbildung sind die ersten 3 Tauschvorgéinge
nicht dargestellt.
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Beweisen Sie diesen Satz und zeigen Sie, dass im Kontext der Serie das Pro-
blem in 9 Tauschvorgéingen gelost werden kann, ohne das Eingreifen zusétzlicher
Personen.

FE's handelt sich tatsdchlich um den Beweis eines neuen Satzes in der Grup-
pentheorie. Vollstindig ausgearbeitet. In einer T'V-Serie.

Abgabe: 16.07.2025 vor 23:59
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Tutorium zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6 [Mit ChatGPT)
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Discrete Mathematics — Loesungblatt 12

Aufgabe 1 [Exponential erzeugende Funktionen]

1. Wir haben
Z’I’L
E an“f § an § an+1
n: —
n>0 n>0

2. Es gibt n! Permutationen in S,,, daher ist die zugehorige exponential er-
zeugende Funktion

BEEEDINE

nZO n>0

3. Sei 0 € S, eine Permutation, deren Quadrat die Identitéit ist. Wir unter-
scheiden den Fall, ob o(n) = n oder nicht. Ist o(n) = n, so sei o/ € S,_1
definiert durch o'(i) = o(i) fiir ¢ € [n — 1]; das Quadrat von o’ ist ge-
nau dann die Identitit, wenn das Quadrat von o die Identitit ist. Ist
o(n) = k < n, so betrachte ¢ als Permutation von [n]\{n, %} definiert
durch 0" (i) = o (i) fiir i ¢ {k,n}; das Quadrat von ¢” ist genau dann die
Identitéit, wenn das Quadrat von o die Identitédt ist. Folglich gibt es eine
Bijektion zwischen

{c€8,; o*=id}

und
{r€S,1; =id}U{(v,k) € Sp_a x [n—1]; +* =id}.

Wir folgern a,, = an—1 + (n — 1)a,—2. Ein einfacher Indexwechsel liefert
die gewiinschte Formel.

4. Vorsicht, dies ist keine lineare Rekurrenz: einige Koeffizienten hingen von
n ab. Dennoch iibertragen wir die obige Formel auf exponential erzeugende
Funktionen und erhalten:

n n g

2 >0 Gn+1 57 YonsoanEr o D500n-1 (nn ]l
A/(Z) = A(Z) + z Zn>0 an ]
A(z) = Alz) +oaAG)

Folglich gilt A’(z) = (1 + 2)A(z). Zur Losung dieser Differentialgleichung
kennt man entweder die Theorie der leferentlalglelchungen erster Ord-
nung oder nutzt folgenden Tipp: Setze f(x) = aer®’ T dann ist

F(2) = a(2ha + )X T = 20z + ) f ().

Insbesondere fiir A = % und p = 1 sowie beliebiges « erhélt man dieselbe
Gleichung wie fiir A. Damit gilt

A(z) = ae2? e
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fiir ein @ € R. Um « zu bestimmen, wertet man aus:
A0)=ap=1, und A(0)=ac’=a.

Also ist v = 1.
Schliefllich gilt:
A(z) = o2 T2

Aufgabe 2 [Rencontres-Zahlen]

1. Es gibt eine Bijektion zwischen Permutationen o € S,, mit genau k Fix-

punkten und Paaren (X, 7), wobei X € ([Z]) und 7 € S,,_j eine Permuta-
tion ohne Fixpunkte ist: Namlich sei X die Menge der Fixpunkte von o,
und 7 die von ¢ induzierte Permutation auf [n]\ X (bitte konstruieren Sie
die Umkehrabbildung). Folglich gilt:

n
Dn,k: = (k) Dn,O-

. Der Beweis beruht auf der offensichtlichen Tatsache, dass ), D, r = n!
gilt, da >, Dy die Anzahl der Permutationen mit beliebiger Anzahl von
Fixpunkten zéhlt. Erinnere dich, dass ), ., 2" = =" oilt. Wir erhalten:

1—=

Dno , (=1)k2" 1 (—2)F
Z n!OZ - Z k'z :1—,2Z k:z' :16—2"

n>0 n>k>0 ’ k>0

Folglich (die letzte Umformung erfolgt durch p =n — k):

k P
ws € EZ z
R sl PO R DI,

k>0 ’ p>0

_ D k k+p

> PO #

p,k>0

n z
= Z ank() R
klin—kE)" n!
n,k>0 ( )

Da (}) = Wlk)' gilt, erhalten wir

6(ufl)z

D(z,u) = T

. Wenn man die Klausurzettel an die Studierenden zuriickgibt, permutiert
man die n Zettel. Ein Studierender erhélt genau dann seinen eigenen Zet-
tel, wenn er ein Fixpunkt der Permutation ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass
kein Studierender seinen eigenen Zettel erhilt, ist somit die Anzahl der
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Permutationen ohne Fixpunkte, also D, o, geteilt durch die Gesamtanzahl
der Permutationen n!. Folglich interessiert uns der Grenzwert

D, "L (—1)F
n!lo =2 k!) ‘

k=0

Da e? = Zkzo ”,”C—T gilt, folgt

D,
O el x0,368.
n! n——+00

Die Chance, dass kein Studierender seinen eigenen Zettel bekommt, liegt
also bei etwas mehr als 1 zu 3.
. Sei f(o) die Anzahl der Fixpunkte einer Permutation o € S,,. Wir wollen

m=—%" f)

" oeS,

berechnen. Zahlen wir die Menge
{(0,2) ; 0 € Sp, z€[n], o(x) =z}

doppelt.
Einerseits gilt

Z Z 1= Zf(a):m~n!.
€Sy z€n]

o g€ESy
o(z)=z

Andererseits ist fiir festes z € [n] die Anzahl der Permutationen o € S,, mit
o(z) = x gleich (n—1)!, da eine solche Permutation nur eine Permutation
von [n] \ {x} ist. Also gilt

oY 1= -i=nl

z€[n] og€S, z€n
€l ]a(i):x €ln]

Daher folgt

Aufgabe 3 [Konjugation von Permutationen]
Seien 0,7 € S,,, wobei 7 eine Transposition ist. Wir interessieren uns fiir den
Zyklentyp von s = oro~!. Schreiben wir 7 = (ab). Wenn x # o(a), o(b), dann
ist s(z) = x und s(o(a)) = o(b) und s(c(b)) = o(a), daher s = (o(a)o(b)).
Tatsédchlich kann fiir jede Permutation v € S,, v als Produkt von Transpositio-

nen* geschrieben werden v = 717 ... 7y, und betrachten s = oyo~!:

1

s=ot...7k0 " = (om0 ) (om0 ™) ... (0RO TY)

4Dies funktioniert auch mit der Zerlegung in Zyklen.
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Indem wir alle [1, n], die in der Zyklenzerlegung von + erscheinen, durch [o(1), o(n)]
ersetzen, erhalten wir die Zyklenzerlegung von oy 1. Somit wurde der Zyklen-
typ von 7y durch die Konjugation nicht veréndert.

Das Inverse eines p-Zyklus ist ebenfalls ein p-Zyklus (es ist derselbe Zyklus
in umgekehrter Reihenfolge), also indem wir v in ein Produkt disjunkter Zyklen
zerlegen und dann jeden dieser Zyklen invertieren, erhalten wir in der Tat v !
mit demselben Zyklentyp.

Tatséchlich haben wir etwas viel Méchtigeres gezeigt: Wir haben gezeigt,
dass zwei Permutationen mit demselben Zyklentyp konjugiert sind. Seien v,~/,
zwei Permutationen mit demselben Zyklentyp, wir schreiben sie als Produkt
von Zyklen mmy ... 7, und w75 ... 7w}, wir definieren die Permutation o, die
m m; zuordnet, usw. (,,zuordnen“ bedeutet, dass wenn m = (aq az...a,) und
7y = (b1 ba...by), dann o(a;) = b;). Einmal gemacht, haben wir oyo™t = +/.

Insbesondere hat ¢ ~! denselben Zyklentyp wie o, daher sind sie konjugiert.
Dies ist eine ziemlich eigenartige Eigenschaft und ist nicht in jeder Gruppe wahr
(zum Beispiel ist es in einer zyklischen Gruppe oder einer kommutativen Gruppe
falsch).

Aufgabe 4 [Bruhat graph und Steinhaus—Johnson—Trotter-Algorithmus]
132
312 123
12 21
b 321 213
231

1. Siehe Abbildung.

2. T, hat n! Ecken. Jede Ecke hat den Grad n — 1, da es n — 1 Transposi-
tionen der Form (¢ i+1) mit ¢ < n — 1 gibt. Daher ist T',, regulir und die

(r=Dxnl ponten hat.

Gradformel ergibt, dass I';, 5

3. Fiir ungerades n haben alle Ecken von I'), den Grad n — 1, welcher gerade
ist, daher ist I';, eulerianisch. Fiir gerades n trifft das Gegenteil zu.

4. Wir werden durch Induktion vorgehen. Fiir n = 2 beginnt der Steinhaus—
Johnson—Trotter-Algorithmus bei 12. Die grofite Zahl, die transponiert
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werden kann (nach links oder rechts), ist 2, und wir erhalten 2 1, wobei die
grofite Zahl, die transponiert werden kann, erneut 2 ist, und wir kehren
zuriick zu 12. Wir empfehlen dem Leser, den Algorithmus fiir n = 3
durchzufiihren.

Angenommen, der Algorithmus funktioniert fiir n (d.h. er zihlt alle Per-
mutationen von S,, auf, wenn er mit (12 ... n) beginnt), wir werden zei-
gen, dass er fiir n + 1 funktioniert. Per Definition listet der Algorithmus
nur verschiedene Permutationen auf, daher miissen wir zeigen, dass er sie
alle auflistet: wir konnen entweder eine Permutation fixieren und beweisen,
dass sie vom Algorithmus aufgelistet wird, oder die Anzahl der insgesamt
aufgelisteten Permutationen zihlen und zeigen, dass es (n + 1)! sind. Wir
zeigen Letzteres.

Machen Sie einen Schritt im Algorithmus fiir n + 1 und nehmen Sie an,
dass n+ 1 nicht transponiert werden kann. Dann ist dieser Schritt nur eine
Transposition von ¢ < n mit 7 < n, das heifit, es ist ein Schritt, den der
Algorithmus fiir n macht. Beginnen wir nun bei 12 ... nn+1 und fithren
den Algorithmus aus. Wihrend der ersten n Schritte wird die Zahl n 4 1
nach links transponiert, bis wir n+1 12 ... n erhalten. Zu diesem Zeitpunkt
kann n + 1 nicht transponiert werden, sodass 1 Schritt des Algorithmus
fiir n durchgefiihrt wird. Dann wird n + 1 nach rechts transponiert, bis es
die auflerste Position erreicht; dann wird 1 Schritt des Algorithmus fiir n
durchgefiihrt; dann wird n + 1 wieder nach links transponiert, bis es die
duflerste linke Position erreicht; und so weiter.

Folglich werden alle Schritte des Algorithmus fiir n durchgefiihrt, und es
werden dazwischen n Schritte durchgefiihrt. Insgesamt gibt es fiir jede
Permutation, die vom Algorithmus fiir n erzeugt wird, n + 1 Permutatio-
nen, die vom Algorithmus fiir n + 1 erzeugt werden. Dies ergibt insgesamt
(n+1)! verschiedene Permutationen, die vom Algorithmus fiir n+1 erzeugt
werden: alle Permutationen werden aufgelistet.

Zudem unterscheiden sich zwei aufeinanderfolgende Permutationen in der
vom Algorithmus angegebenen Aufzéhlung genau dann, wenn sie sich
durch eine Transposition unterscheiden, sodass die Aufzéhlung der Per-
mutationen, die der Algorithmus fiir n angibt, ein Hamiltonscher Zyklus
(es kehrt zum Anfang zuriick, nachdem alle Permutationen besucht wur-
den) des Graphen Iy, ist.

Aufgabe 5 [Bonus — Futurama’s Theorem]
Die Losung ist hier:
https://www.youtube.com/watch?v=J65GNFfL94c

136



	0
	Übungblatt 0
	Loesungblatt 0
	1
	Übungblatt 1
	Loesungblatt 1

	2
	Übungblatt 2
	Loesungblatt 2



	3
	Übungblatt 3
	Loesungblatt 3

	4
	Übungblatt 4
	Loesungblatt 4

	5
	Übungblatt 5
	Loesungblatt 5

	6
	Übungblatt 6
	Loesungblatt 6

	7
	Übungblatt 7
	Loesungblatt 7

	8
	Übungblatt 8
	Loesungblatt 8

	9
	Übungblatt 9
	Loesungblatt 9

	10
	Übungblatt 10
	Loesungblatt 10

	11
	Übungblatt 11
	Loesungblatt 11

	12
	Übungblatt 12
	Loesungblatt 12


